Dtugosci odcinkow w ostrostupach
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o Sprawdz sie
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Matematyka, a w szczegolnosci geometria, od zawsze stara si¢ odwzorowywac obiekty,
ktore istniejg w otaczajacym nas Swiecie. Nie bez przyczyny jednymi z pierwszych
historycznie zagadnien matematycznych byly konstrukcje geometryczne. Dopiero
wtornym wynalazkiem matematyki sg liczby, interpretowane zresztg jako dtugosci
odcinkow. Matematyka pozwala w czytelnym jezyku zapisa¢ projekty budynkow, maszyn
i innych przedmiotow codziennego uzytku.



Zrédto: dostepny w internecie: www.wikipedia.org / www.Pixabay.com, licencja: CC BY 3.0.

Projektujac przedmioty w ksztalcie ostrostupa na pewno spotkasz si¢ z koniecznoscig
wyznaczenia dtugosci jego krawedzi albo wysokosci tak, aby w sposob optymalny spetnic
niezbedne kryteria. Jakiej dlugoSci musza by¢ rurki uzyte w szkielecie szalasu, aby jego
wysokos$¢ miata co najmniej 2 metry? Jak wyznaczy¢ wysoko$¢ wiezy, aby kat nachylenia
dachu nie przekraczat ustalonych norm? Tego typu zagadnienia rozwigzesz, jezeli poznasz
metody obliczania dtugosci odcinkéw w ostrostupach.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ tworzy¢ strategie rozwiazania, dzigki ktorej wyznaczysz dtugosci
wskazanych odcinkow.

o Wykorzystasz zwigzki miedzy poszczegolnymi dtugosciami odcinkéw w ostrostupie.

« Sklasyfikujesz rodzaje katow i odcinkéw w ostrostupach.




Przeczytaj

Znamy juz podstawowe wiasnosci ostrostupow. Kolejng umiejetnoscia, ktora nalezy
opanowac, jest ustalenie strategii rozwigzania problemu w sytuacji, gdy autor nie sugeruje,
jakich narzedzi matematycznych nalezy uzy¢, by rozwigza¢ zadanie. Wbrew pozorom, nie
jest to tatwe, by wybrac¢ taki sposob rozwigzania zadania, ktory bedzie nie tylko poprawny,
ale rowniez najwygodniejszy rachunkowo. Kolejnym waznym elementem ustalania strategii
rozwigzania zadania jest taka analiza tekstu zadania, ktora pozwoli nam odkry¢ wlasnosci
bryt, o ktorych autor zadania nie mowi wprost. Nalezy wowczas szczeg6lnie skupi¢ sie na
uzasadnieniu, dlaczego bryla speiniajgca warunki zadania musi mie¢ wskazane przez nas
wlasnosci. Aby przekonac sie, jak bardzo pomyst na strategie rozwiazania zadania moze
zmieni¢ czas jego rozwigzania, przedstawimy ponizej kilka przyktadow, ktorych
rozwiazanie jest krotkie, ale tylko wtedy, gdy mamy na nie dobry pomyst.

Przyktad 1

Dany jest ostrostup prawidlowy trojkatny. Trzy jego Sciany boczne sg wzajemnie
prostopadle. Pole kazdejz tych $cian jest rowne 18. Oblicz dlugosci krawedzi tego
ostrostupa.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze informacjg wyrézniajgca dany ostrostup z rodziny wszystkich ostrostupow
prawidtowych jest fakt, ze jego Sciany boczne sg do siebie wzajemnie prostopadle. Z taka
sytuacjg trzech Scian o wspolnym wierzchotku wzajemnie prostopadtych do siebie
mieliSmy do czynienia w narozach szeScianu. Zauwazmy dodatkowo, ze ostrostup jest
prawidlowy, zatem w podstawie ma trojkat rownoboczny. Oznacza to, ze wszystkie trzy
Sciany boczne ostrostupa muszg by¢ trojkatami prostokgtnymi, rownoramiennymi

i przystajacymi do siebie. Ostatecznie naszg bryte mozna przedstawi¢ nastepujaco,
umieszczajgc poziomo jedng ze Scian bocznych, aby lepiej dostrzec wiasnosci ostrostupa:
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Wiemy, ze pole jednej Sciany bocznejjest rowne 18. Przyjmujac, ze krawedz boczna
ostrostupa jest dlugosci b, mozemy napisa¢ nastepujaca zaleznosc:

7b* =18
b* = 36
b=6.

Ale poniewaz krawedz ostrostupa jest przeciwprostokatng trojkata Sciany bocznej, to jest
ona dlugosci a = 6/2.

Przyktad 2

Podstawg ostrostupa ABC DW jest trapez prostokatny ABCD. W trapezie tym jedna
z podstaw ma dhugoéé 7, a jedna z przekatnych ma dtugoéé¢ v/34. Krawedz AW jest
wysokoscig ostrostupa i jest rowna 7. Wiadomo ponadto, ze dtugos$¢ krawedzi bocznej
CW ostrostupa jest rowna v/107. Oblicz dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa.

Rozwigzanie.

Na wstepie, jak zawsze, chcielibySmy naszkicowac¢ opisang sytuacje. Jest z tym jednak
pewien klopot, bo nie wiemy, ani ktore krawedzie podstawy ostrostupa sa podstawami
trapezu, ani tez, przy ktorych wierzchotkach sa katy proste trapezu. Wykonajmy zatem
na ten moment szkic ostrostupa, w ktorym nie bedziemy jeszcze zaznacza¢ wtasnosci
jego podstawy.



Skoro krawedz AW jest wysokoScig ostrostupa, to trojkat C AW jest prostokatny. Pozwala
nam to z twierdzenia Pitagorasa wyznaczy¢ dtugos¢ przekatnej AC trapezu:

AW ]? +|AC| = |CW |
7 4 |AC) = V10T
|AC|” = 107 — 49

|AC| = V/58.

Wiemy, ze jedna z przekatnych trapezu ma dtugosé¢ v/34, wiec AC musi by¢ druga,
dtuzsza przekatng. Zauwazmy ponadto, ze 7 = V49 > /34, wiec pamietajac, ze
przeciwprostokgtna zawsze jest dtuzsza od przyprostokatnej, wyciggng¢ mozemy
wniosek, ze podstawa dlugosci 7 jest dtuzsza podstawg trapezu. To pozwala nam
dokladniej zaja¢ sie tym czworokatem. Naszkicujmy go bez deformaciji:

A D




Mozemy teraz obliczyc¢ jego wysoko$¢, ponownie z twierdzenia Pitagorasa, tym razem
w trojkacie ABC:

|AB|* + |BC|* = |AC|’

IAB|> + 72 = /58"

|AB|® = 58 — 49

|AB| = 3.

Nastepnie, z tréjkata BAD obliczamy dlugos¢ krotszej podstawy trapezu:
|AB|* + |AD|? = |BD]?

32 4 |AD]® = /34"

|AD|* =34 —9

|AD| = 5.

Zauwazmy, ze znamy juz obie podstawy i wysokoSc¢ trapezu. Na tej podstawie mozemy
obliczy¢, ze ramie DC ma dlugo$¢ pierwiastek z 13.

Mamy juz potrzebne dlugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Aby wyznaczy¢ dlugosci
brakujacych krawedzi bocznych BW oraz DW, wystarczy wykorzysta¢ prostokatne
trojkaty Scian bocznych.

Z trojkata BAW mamy:

|AW|? + |AB|* = |BW|?

7+ 32 = | BW|’

58 = |BW|*

|BW| = v/58.

Analogicznie z trojkgta D AW mamy:
|AW|? + |AD|* = | DW?

72 4 52 = |[DW|?

74 = |DW|?

|IDW| = V/74.

Przyktad 3



Rozwazmy te ostrostupy prawidtowe czworokatne, w ktorych suma dlugosci wysokosci
i krawedzi podstawy jest rowna 8. Sposrod tych ostrostupow wybrano taki, ze pole
trojkata, ktorego bokami sg krawedzie boczne i przekatna podstawy ostrostupa, jest
najwieksze. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy i wysokos¢ ostrostupa.

Rozwigzanie.

Problem powyzej przedstawiony jest typowym problemem optymalizacyjnym. Zacznijmy
oczywiscie od rysunku ostrostupa:

A B

Przypomnijmy, ze rozwigzujac zadania optymalizacyjne, musimy stworzy¢ funkcje jednej
zmiennej, ktora opisuje wielko$¢ ekstremalng zgodnie z tekstem zadania ( u nas pole
trojkata ACW). Jezeli przyjmiemy, ze krawedz podstawy ostrostupa oznaczymy
symbolem a, za§ wysoko§¢ ostrostupa symbolem A, to:

Praawe = % -aV2-h.

Jednocze$nie z tekstu zadania wiemy, ze h + a = 8, a zatem funkcje pola wyraza wzor:
P(a) = +-av2-(8 —a).

Dziedzing tej funkcji jest przedziat obustronnie otwarty (0, 8).

Aby wyznaczy¢ argument, dla ktorego funkcja przyjmuje swoja maksymalng wartosc,
zauwazmy, ze jest to funkcja kwadratowa, ktorej wykresem jest parabola ramionami
skierowana w dot. Latwo zapisa¢ wzor tej funkcji w postaci iloczynowej:

Pla)= -2 a-(a—8).
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Z tej postaci, korzystajac z symetrii paraboli, mozemy wskaza¢ pierwsza wspolrzedng jej

wierzchotka
p=5" =4

Konsekwentnie oznacza to, ze pole trojkata AW C jest maksymalne, gdy a = 4 oraz

h = 8 — 4 = 4. Dla zainteresowanych umieszczamy ponizej aplet, na ktéorym mozna
przesledzic¢, jak wyglada wykres omawianej przez nas funkcii i ile jest rowne pole trojkata
przy przyjetej z gory dtugosci a € (0, 8) krawedzi ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXPI2QIrM

Przyktad 4

Dany jest ostrostup prawidlowy szesciokatny, ktorego krawedz podstawy jest rowna 6
a wysokos¢ jest rowna 8. Oblicz odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od jego krawedzi
boczne;.

Rozwigzanie.

Aby wskaza¢ odcinek, ktorego dtugos¢ mamy obliczy¢ zgodnie z poleceniem zadania,
musimy spodek wysokosci S ostrostupa potaczy¢ pod katem prostym z krawedzig boczna
ostrostupa. Naszkicujmy te sytuacje:


https://zpe.gov.pl/a/DXPI2QJrM

Zauwazmy, ze podstawa ostrostupa jest szesciokgtem foremnym, zatem dtugo$¢ odcinka
SD jest réwna diugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Obliczymy teraz dtugos¢
krawedzi bocznej ostrostupa, wykorzystujgc twierdzenie Pitagorasa w trojkacie WS D:

\WS|)* + |SD|* = |DW |
82 4 62 = |[DW|?

100 = [DW|?

IDW| = 10

Fatwo zauwazy¢, ze trojkaty W SD oraz SOD sg tréjkatami podobnymi. Istotnie oba sg
trojkatami prostokatnymi o tym samym kacie ostrym a. Wykorzystujac te wiasnos¢
trojkatow mozemy utozy¢ proporcje, dzieki ktorej obliczymy dtugos¢ odcinka SO:

(WS _ |SO|
DW| — 18D
8 __ |50
10~ "6
|ISO| = 4,8

Dlugo$c¢ odcinka SO jako odcinka taczacego pod katem prostym spodek wysoko$ci
ostrostupa z jego krawedzig boczng stanowi szukang odleglos¢, zatem |SO| = 4, 8 jest

ostateczng odpowiedzig do zadania.

Stownik
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ostrostup prawidtowy
ostrostup prosty, ktorego podstawa jest wielokgtem foremnym
wielokat foremny

wielokat, ktorego wszystkie boki sg rownej dtugosci i wszystkie katy wewnetrzne s3
rownej miary

postac iloczynowa funkcji kwadratowej

postac, z ktérej mozna odczyta¢ bezposrednio miejsca zerowe funkcji kwadratowej z;
oraz x,. Jezeli funkcja kwadratowa f(z) = ax? + bz + ¢, gdziea # 0,b € R,c € Rma
dwa rozne miejsca zerowe x; oraz xs, to jej wzor mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j

f(z) = a(z — z1)(z — x2)
trojkaty prostokatne podobne

trojkaty, ktore majg katy parami rowne i boki parami proporcjonalne.



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja 3D. Prezentuje ona zadania, w ktérych celem jest
wyznaczenie dtugosci wskazanych odcinkéw w ostrostupie. Obserwuj, jak nazywac
poszczegdlne odcinki. Zwré¢ uwage na dobodr tréjkatéow prostokatnych w ostrostupach, ktére
pozwalajg obliczy¢ dtugosci poszczegdlnych odcinkéw ostrostupa. Po zapoznaniu sie

z materiatem, sprébuj rozwigzac éwiczenia problemowe umieszczone pod animacja.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D2y9i0e4G

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgca dtugosc¢i odcinkoéw w ostrostupie.

Polecenie 2

W zadaniu pierwszym autor wyznaczyt dtugos$¢ wysokosci sciany bocznej opuszczonej na
krawedz podstawy i dtugos¢ wysokosci pewnego ostrostupa prawidtowego czworokatnego.
Wyznacz w tym samym ostrostupie wysokos$¢ sciany bocznej opuszczong na krawedz boczng
ostrostupa. W jakiej relacji pozostaja ze sobg wszystkie trzy wymienione wysokosci?

Polecenie 3

W ostatnim pytaniu animacji 3D nalezato obliczy¢ wysoko$¢ Sciany bocznej opuszczong na
krawedz boczng ostrostupa. Dzieki temu odcinkowi mozna wyznaczy¢ kat dwuscienny
zawarty miedzy $cianami bocznymi ostrostupa (co zostato napisane na czerwono

W rozwigzaniu zawartym w animacji). Oblicz miare tego kata w danym ostrostupie
prawidtowym czworokatnym.



https://zpe.gov.pl/a/D2y9iOe4G

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

W ostrostupie prawidtowym 18-katnym krawedz boczna jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem o« = 70° . Ustaw w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej
nastepujace wymiary ostrostupa:

h - wysoko$¢ ostrostupa =
b - krawedz boczna ostrostupa =
r - promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa =
a - krawedz podstawy ostrostupa =
Cwiczenie 3 ©)

Czworoscianem foremnym nazywamy ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktorego wszystkie
krawedzie sg takiej samej dtugosci. £3czac ze soba $rodki ciezkosci sgsiednich $cian
czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a otrzymamy czworoscian foremny o krawedzi
dtugosci:

av/'3
2

o O O O
w|e NS

e




Cwiczenie 4

Suma dtugosci krawedzi ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 96. Krawedz
boczna jest 3 razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Wskaz wszystkie prawidtowe odpowiedzi

B Wysokos¢ ostrostupa jest réowna 3v/ 34
[ ] Wysoko$¢ $ciany bocznej ma dtugosé 3v/35
[ ] Przekatna podstawy jest réwna 61/2

(] Promien okregu wpisanego w podstawe jest rowny 3

Cwiczenie 5

Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat o bokach dtugosci 18 i 24. Dwie sposrdd jego
scian bocznych sa trojkatami réwnobocznymi. Oblicz wysokos$¢ tego ostrostupa.

Cwiczenie 6

Dany jest tréjkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 10 i podstawie dtugosci 16. Trojkat ten
jest podstawa ostrostupa, a sSrodek ciezkosci trojkata jest spodkiem wysokosci ostrostupa.
Oblicz wysokos$¢ ostrostupa wiedzac, ze jego najkrétsza krawedz boczna ma dtugosé 8.

Cwiczenie 7 @

Siatka ostrostupa jest kwadrat o boku 10. Oblicz dtugosci wszystkich wysokosci tego
ostrostupa.

Cwiczenie 8 O

W prawidtowym ostrostupie czworokatnym dtugos$¢ krawedzi bocznej jest rowna dtugosci
krawedzi podstawy. Pole sciany bocznej tego ostrostupa jest réwne 288+/3. Oblicz odlegtosé
srodka wysokosci ostrostupa od sciany bocznej bryty.



Dla nauczyciela

Autor: Bozena Koprowska
Przedmiot: Matematyka
Temat: Diugosci odcinkow w ostrostupach

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny: liceum ogolnoksztatcgce, technikum. Zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
X. Stereometria
Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,
kompetencje cyfrowe,
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza dtugosci wskazanych odcinkoéw w ostrostupach,

» potrafi wyszukiwac¢ w ostrostupie trojkaty prostokatne umozliwiajgce obliczenie
dtugosci wskazanych odcinkow,

e przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm,
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

pokaz,

metoda problemowa,

dyskusja,

burza mozgow.
Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

modele ostrostupow,

komputer z gtosnikami i dostepem do internetu,

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,

projektor multimedialny/tablica interaktywna.
Przebieg lekc;ji:
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przypomina z uczniami podstawowe elementy ostrostupa i nazewnictwo
zwigzane z ostrostupami typu: czworoscian, ostrostup prawidtowy.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozpoczyna lekcje od zapoznania si¢ z pierwszym przykitadem rozwigzanym
w animacji w czesci ,Animacja 3D”. Wspolnie omawiajg strategie rozwigzania
i najwazniejsze etapy pracy w tym ¢wiczeniu.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na grupy. Kazda grupa stara si¢ ustali¢ strategie pozwalajaca
rozwiazac Polecenie 2.

3. Metoda burzy mozgow uczniowie ustalajg strategie rozwiazania zadania i zapisujq ja
w zeszytach. Nastepnie na forum klasy porownujg swoje metody pracy. Ustalaja, ktora
z metod byla najwygodniejsza rachunkowo i najpardziej efektywna.

4. Nauczyciel zapoznaje uczniow z trzecim przykladem z czesci ,Przeczytaj’. Tym razem
wspolnie z uczniami przypomina metod¢ rozwigzywania zadan optymalizacyjnych.
Nastepnie uczniowie w grupach rozwiazujg wskazany problem.

5. Nauczyciel omawia z uczniami wykres funkciji pola przekroju ostrostupa. Dzieki
apletowi umieszczonemu w czeSci ,Przeczytaj” pokazuje, dlaczego wystarczy obliczy¢
wspotrzedne wierzchotka paraboli, by wskaza¢ najkorzystniejszy dobor wymiarow
ostrostupa.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel w dyskusji z uczniami ustala, czym charakteryzuje si¢ dobra strategia
rozwigzania zadania matematycznego.
2. Nauczyciel przypomina uczniom czym jest Srodek ciezkosci figury i jakie ma wlasnosci.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom rozwigzanie czterech pierwszych ¢wiczen z czesci ,,Sprawdz
sie”. Zadania s3 testowe, ale badajg umiejetno$¢ tworzenia efektywnej strategii
rozwiazywania zadan ze stereometrii.

Materialy pomocnicze:
Ostrostup i jego wtasnosci
Wskazowki metodyczne:

Mozna wykorzysta¢ animacje3D do lekcji powtorzeniowej, podczas ktorejnauczyciel bedzie
wskazywal zagadnienia najczesciej wystepujace na egzaminie maturalnym. Wowczas po
zapoznaniu si¢ z animacja nalezy przejs¢ do samodzielnej pracy ucznia na przyktadowych
zadaniach maturalnych ze stereometrii.


https://epodreczniki.pl/a/ostroslup-i-jego-wlasnosci/Do5PUpIu1

