Rownania wielomianowe

Szczegolne przypadki rozwigzan réwnan wielomianowych. Rozwigzywanie rownan,
w ktorych jedna ze stron jest iloczynem wielomianow, a druga strona jest réwna 0.

Rozwigzywanie rownan wielomianowych. Wskazywanie liczby rozwigzan. Wskazywanie
rozwigzywan do danego rownania wielomianowego. Zasob zawiera zadania interaktywne.

Rozwigzywanie rownan wielomianowych. Podawanie liczy rozwigzan. podawanie rozwigzan.
Rownania z parametrem. Zasob zawiera zadania, w tym zadania interaktywne.

Rozwigzywanie rownan wielomianowych. Zadania o wiekszym stopniu trudnosci. Zasob
zawiera zadania otwarte z wyjasnieniami i rozwigzaniami. Zadania na dowodzenie.



Réwnania wielomianowe

Poszukiwanie miejsc zerowych funkcji W sprowadza si¢ najczesciej do rozwigzania
réwnania W (z) = 0. Jezeli W jest wielomianem stopnia pierwszego, to otrzymujemy
rownanie liniowe. Jezeli W jest wielomianem stopnia drugiego, to otrzymujemy réwnanie
kwadratowe.

Teraz dowiesz sig, jak rozwigzywac niektore z rownan, w ktorych wystepuje wielomian
stopnia wyzszego niz dwa. Nie jest to zadanie tatwe. Dla dowolnych wielomianow stopnia
pigtego lub wyzszego takie metody w ogoéle nie istnieja. Pokazemy wiec, jak mozesz sobie
poradzi¢ w pewnych szczegoélnych przypadkach.

Przyktad 1

Rozwigzemy réwnania:

e 2’ +64=0.
Odejmujemy od obu stron réwnania liczbe 64 i otrzymujemy réwnanie 2> = —64.
Jedyna liczbg spelniajacg to rownanie jest & = v/ —64 = —4.

e 224 -162=0

224 = 162

z* = 81.

Jedyna dodatnig liczba, ktora speinia to réwnanie, jest z = +/81 = 3, co wynika z definicji
pierwiastka. Zauwazmy, ze jezeli wyktadnik k potegi z* jest parzysty, to ¥ = (—z)*, co
oznacza, ze jesli liczba 3 jest rozwiazaniem réwnania z* = 81, to réwniez liczba (—3) jest
rozwigzaniem tego rownania, bo (—3)4 = 3% = 81. Réwnanie ma zatem dwa rozwigzania

xr =3orazx = —3.

o 2% + 64 = 0. Zauwazmy, Ze to réwnanie jest sprzeczne, gdyz lewa strona tego
réwnania jest sumg nieujemnejliczby z° oraz 64. Jest wiec nie mniejsza niz 64 dla
dowolnejliczby . Nie moze wiec rownac sie 0.

Twierdzenie: Rozwigzanie réwnania 2" = a

Dla liczby naturalnej dodatniejn, wiekszej od 1, oraz liczby rzeczywistej a # 0 réwnanie
z" = ama

« jedno rozwigzanie rowne = = {/a, gdy n jest liczbg nieparzystg,




o dwa rozwigzaniarowne z = {/a oraz ¢ = —</a, gdy n jest liczbg parzysta oraz a jest
liczbg dodatnig,
e zerorozwigzan, gdy n jest liczbg parzysta oraz a jest liczbg ujemna.
Przyktad 2

4

Udowodnij, ze réwnanie —z* — 2 — 5 = 0 jest rbwnaniem sprzecznym.

Zauwazmy, ze lewa strona rownania jest suma niedodatniej liczby —xz*

—x? oraz ujemnej liczby (—5), wiec jest liczbg ujemna. Nie moze wiec by¢ réwna 0.

, niedodatniej liczby

Przejdziemy teraz do rozwigzywania rownan, ktorych jedna ze stron jest iloczynem
wielomianow, a druga strona jest rowna 0. Bedziemy tu korzystac z faktu, ze iloczyn jest
rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjeden z czynnikow tego iloczynu jest rowny
0.

Przyktad 3

Rozwigzemy réwnania
e z(zx—4)(z+2)=0.

Lewa strona réwnania jest iloczynem trzech czynnikow. Jesli iloczyn ten rowna sie zero,
to co najmniejjeden z czynnikow jest rowny zero, czylix = 0lubx —4 =0lubz + 2 = 0.
Stad wynika, ze rOwnanie ma trzy rozwigzaniax; = 0, 9 = 4 oraz r3 = —2.

o (2% —16) (22> + 9z —5)(z* +4) = 0.

W tym rownaniu takze lewa strona jest iloczynem trzech czynnikow, a prawa strona jest
rowna zero. Tak jak poprzednio wnioskujemy, ze co najmniejjeden z czynnikow musi by¢
rowny zero, czyli 2 — 16 = 0 lub 222 + 9z — 5 = 0 lub z* + 4 = 0. Rozwigzujemy kolejno
otrzymane rownania.

z? — 16 = 0 przeksztatcamy rownowaznie, korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia,
do rownania

(x —4)(z+4)=0.
Stad z — 4 = 0 lub = + 4 = 0. Otrzymujemy wiec dwa rozwigzania z; = 4 oraz o = —4.
2¢° + 92 —5=0

jest rownaniem kwadratowym, ktéorego A = 121. Réwnanie to ma wiec dwa rozwigzania



Ir1 = 1 -5
oraz
—-9+11 1
Lo = = —
4 2
zt+4=0

zgodnie z podanym wcze$niej twierdzeniem, nie ma rozwigzan.

Zatem rozpatrywane roOwnanie ma cztery rozwigzaniaz; = 4,xy = —4, x3 = —5 oraz

_ 1
$4—E.

Teraz pokazemy, jak niektore rownania doprowadzi¢ do takiej postaci, jaka miaty rownania

omawiane w poprzednim przyktadzie.
Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie 23 + z2 — 6z = 0.
Wylaczajgc x przed nawias, otrzymujemy rownanie
a:(a:2+:13—6) =0,
ktorego lewa strona jest iloczynem dwoch czynnikow, a prawa jest rowna zero. Zatem co
najmniejjeden z tych czynnikow jest rowny zero, czyliz = 0 lub z? + x — 6 = 0.

Rozwigzujemy drugie rownanie.

A=1%—-4-(-6) =25,

1-5

Poniewaz A > 0, wiec rownanie to ma dwa rozwigzania 1 = —5— = —3 oraz

To = % = 2. Rozwigzywane rownanie ma wiec trzy rozwigzania z; = 0, zo = —3 oraz
3 — 2.

Przyktad 5

Rozwigzemy réwnanie

z* — 8z%2 +16 = 0.




Zauwazmy, ze lewg strone mozemy zapisac, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia,
W nastepujacy sposob

Korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow, otrzymujemy kolejno

[(z —2)(z +2)]* =0

(z —2)*(z+2)*=0.

Stad wnioskujemy, ze (z — 2)> = 0lub (z +2)* = 0, czyliz — 2 = 0lubz + 2 = 0.

Zatemx = 2lubx = —2.
Przyktad 6

Rozwigzemy réwnanie

' —z® — 8z +8=0.
Zeby rozwigzaé to rownanie, pogrupujemy wyrazy. W tym celu wylaczmy przed nawias =3
z dwoch pierwszych wyrazow oraz —8 z dwoch ostatnich. W ten sposob otrzymamy
roOwnanie rbwnowazne

3(x—1) —8(x —1) =0,

w ktorym lewa strona jest r6znicq dwoch iloczynow. W kazdym z tych iloczynow
wystepuje wspolny czynnik (z — 1). Gdy wytaczymy go przed nawias, otrzymamy
roOwnanie

(z—1)(z° — 8) =0.

W ten sposoOb otrzymaliSmy rownanie, ktorego lewa strona jest iloczynem dwoch
czynnikéw, a prawa jest rowna zero. Stad otrzymujemy z; — 1 = 0 lub 2> — 8 = 0.
Pierwsze rownanie spetnia jedynie liczba ; = 1. Drugie rownanie przeksztalcimy do
postaci 23 = 8. Jedyng liczbg, ktora spetnia to rownanie, jest zy = V8 = 2.



Ostatecznie otrzymaliSmy dwa rozwigzania ¢; = 1 oraz s = 2 rozwigzywanego

rownania.

Cwiczenie 1

Potacz w pary - kazde z wyrazen z odpowiadajgcg mu postacia iloczynowa.

z3 —5x% 4+ 7z —3
z? —1
z3 — 3z — 2
x> — 4z + 5z — 2
3zt —3

23— 622+ 11z — 6

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Dane sg wielomiany:
W(z) = 22 — 3z
P(z) = z° + 5z?
Q(z) = z* + 3z
R(z) = 5.

(z +1)%(z — 2)
(z —1)(z — 2)(z — 3)
(z —1)(z +1)
(z —1)*(z — 3)
3(z2 —1) (22 +1)

(¢ —1)*(z - 2)

Potacz w pary dziatania na wielomianach z odpowiadajacymi im wynikami.

—zt —22% -3z
z? + 2z
z3 + 6z2 — 3z
5z + 2523
—z4 4 23 4 222

523 — 1522

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W(z) + R(x)
P(z) - R(z)

P(z) — Q(x)



Cwiczenie 3 3

Potacz w pary wielomian z jego stopniem.

3 z3(x — 2)(z — 3)°
9 (z +4)°(z — 4)°
7 2z —1)%(z + 2)

6 (z — 1)(z +2)(z + 3)
8 2x(x + 2)*(x + 5)
5 (22 +5) (2 + 4)°
2 2(z + 2)(z — 3)

1 z(z? +3)°

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 P
Dany jest wielomian W (z) = z* + 522 — 22 — 2z + 1.

Korzystajac ze wzoru, uzupetnij zdania, przeciagajac w luki wartosci odpowiadajace danym
argumentom lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

______________

« Dlax = 2 warto$¢ wielomianu wynosi:

o Dlax = —2 wartos¢ wielomianu wynosi :

« Dla z = 0 wartos$¢ tego wielomianu wynosi:

______________

« Dla z = 5 wartos$¢ tego wielomianu wynosi:

\1”49 4 \—26] 1300 \1900”—23H1217”—2”1216”48“6]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 5 3

Dane sg wielomiany W(z) = (z — 3)(z + 1), V(z) = (x — 3)(x — 1). lle rozwiazar ma
rownanie W (x) - V(x) = 0? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() 2rozwiazania
(O 3 rozwiazania
() 4 rozwiazania

() 1 rozwiazanie

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 3

Zaznacz poprawne dokonczenie zdania. Liczby 1, x5, T3 sa rozwigzaniami réwnania
(x+1)(z+2)(z+3) =0.Jezeliz1 < z2 < 3, to:

O z1=zy+z3
O 201 +x9 = —4
O z3=z1+ 29

() z-xy < 3

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7 3

Ktore réwnanie ma dwa rézne rozwigzania catkowite? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O z(z-3)(2z+1)=0
O zt—2=0

O z(z?—-4)=0

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 P

Zaznacz poprawne dokonczenie zdania. Liczby —1 i 3 sg jedynymi rozwigzaniami rownania:

O (#2-2z-3)(z—3)=0
O (z2-22+1)(z—3)>=0
O 2z(z?—2x-3) =0

(O 5(zx—1)(z+3)=0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 »

2

Zaznacz poprawne dokornczenie zdania. Réwnanie z° — 9 = 922 — 22 ma dokfadnie:

() trzyrozwigzaniaz = -3,z = -1,z =3
() jedno rozwigzaniexz = 1
() czteryrozwigzaniaz; = —3, 29 = —1,z3 = 1,24 =3

() dwarozwigzaniaz =1,z = 9

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 Q

W jakiej postaci mozna zapisa¢ wielomian W (z) = z(x — 1)(z — 3) — (3 — x)? Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

O W)= (z-3)(z2—z—1)
O W(z)=(zx-3)(z>—z+1)
O W(z)==z(z—1)(z—3)(3—=x)

O W(z)=(3-2)(z—1)°

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 »

Ktéra postac jest rownowazna réwnaniu 3z* — 22 = 0? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O (V3z—1)(V3z+1)2* =0
O #*Bz—1)>=0
O z?(Bz—-1)(3z+1)=0

O =(vV3z-1)(vV3z+1) =0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 O

Ktdra postac jest rownowazna réwnaniu —4z* — 623 + 1822 = 0? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

—22%(2z — 3)(z +3) =0

—22%(2z — 3)(z —3) =0

O O O

2222z +3)(z —3) =0

O 2222z —3)(z+3) =0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 »
lle rozwiazan ma réwnanie 2 (2x2 — 7) (m2 + 16) = 07 Zaznacz prawidtowga odpowiedz.

() 5rozwigzan
() 2rozwiazania
() 3 rozwiazania

() 4 rozwiazania
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 14 P

Rozwiaz rownania. Przeciagnij w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz
z listy rozwijalnej.

e 22%—-432=0

o) =5 (8] (5] (2] (8] [=4][3]

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 15 »

Rozwiaz rownania. Przeciagnij w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz
z listy rozwijalnej. Liczby nalezy wstawi¢ w kolejnosci malejacej.

Odpowiedzz = o=
c 2827 =0

Odpowiedz: x : _____________ lub : """""""
e 528 420=0

,,,,,,,,,,,,,,

(5] [ V3] [brskrommiman ) [ —v3] (3] [75) [ 3] [ v5 | [v2] (4] (=)

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 Q
Rozwiaz rownania. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki poprawne rozwiazanie lub kliknij
w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

______________

______________

______________

_ 9 _ _ _ _ 1
‘xl—q,m2——q,x3—T,x4——T Hm——ngl—O,am——ng—g’

3 \/g \/5
‘CU_——7 w1—0,$2——3,$3—§Hxl_—z,ili2_——z,$3— 5,$4——T’

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17 »
Oblicz taka wartosé m, dla ktorej réwnanie (z — 3)(3z + m) = 0 ma tylko jedno
rozwigzanie. Uzupetnij zdanie, przeciggajac w luke odpowiednia liczbe lub kliknij w luke

i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

6] [=8] (8] [=2][=¢][*]

Zrdédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18 O
lle rozwigzan ma réwnanie (m4 — 16) (w2 + 3z — 10) = 0? Zaznacz prawidtowga odpowiedz.

1 rozwiazanie

4 rozwiazania

O O O

3 rozwigzania

() 2rozwiazania

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 O
Rozwiaz rownania. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki poprawne rozwiazanie lub kliknij
w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

______________

z=1||z=0||z=0z=3lubz=—%||z=0z=1lubz=—1
(o=1][z=0]| | 2

‘x:OIublel ‘x:2lubx:6

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 20 »
Rozwiaz rownania. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki poprawne rozwiazanie lub kliknij
w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

______________

x:—%,w:\/iluba::—\/§Hw:—Z,wzllubx:—lHm:—6lubw:0’

xz—%,:czx/glubx:—\/gHa:z3,a:z2|ubaz=—2’

x=5,x=3|ubm:—2Hmz—mubm:lHx=—4,x:1|ubm=—2]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 @

Uzasadnij, ze iloczyn pierwiastkéw réwnania 3 + 222 — 9z — 18 = 0 jest dodatni.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22 @

Uzasadnij, ze suma rozwiazan réwnania z°° 4+ 2 = 50z*® + 50 jest liczba catkowita.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23 @
Przez jaki wielomian trzeba pomnozy¢ wielomian W (z) = z? — 4, zeby otrzymac wielomian
V(z) = x° — 423 — 222 + 8? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O P(z)=z*-2
() Plz)y=z—4
O P(x)=2*—4

O P(z)==xz3—2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24 @

Udowodnij, ze jezeli liczba 2 jest rozwigzaniem réwnania

(z —2)%(z+7) — z(z* — az + a) = 0, to réwnanie to nie ma wiecej rozwigzan.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



