Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej naturalne;

Przyktady sytuacji, ktore mozemy opisa¢ za pomoca ciggu. Definicja ciggu. Dziedzina ciagu.
Wyraz ciggu. Wzor ogélny ciggu. Animacja: cigg przedstawiony w uktadzie wspotrzednych.
Animacja: przyporzadkowanie osobom stojacym w kolejce kolejnych liczb naturalnych.
Obliczanie n- tego wyrazu ciggu opisanego wzorem ogolnym. Obliczanie wyrazow ciagu
okreslonego wzorem ogolnym. Wyznaczanie wzoru ogolnego ciggu. Zadania na dowodzenie.
[lustracja interaktywna: wyrazy ciggu.

Przyktady ciggdéw rosngcych. Przyktady ciggow malejacych. Definicja ciggu rosnacego.
Definicja ciggu malejacego. Animacje: ciag rosnacy, ciag malejacy, ciag nierosnacy, ciag
niemalejacy, cigg staly, cigg naprzemienny. Definicja ciggu monotonicznego.

Obliczanie wyrazow ciggu o podanych wiasnosciach. Obliczanie wzoru ogolnego ciggu.
Zasob zawiera ¢wiczenia, w tym ¢wiczenia interaktywne.

Obliczanie wyrazow ciggu o podanych wtasno$ciach. Obliczanie wzoru ogdlnego ciggu.
Okreslanie monotonicznoS$ci ciggu. Zasob zawiera ¢wiczenia i ilustracje interaktywne:
brakujace wyrazy ciaggu, Srednia arytmetyczna.

Okreslanie, czy dana funkcja jest ciaggiem. Okreslanie monotonicznosci ciggu.
Modyfikowanie funkcji tak, aby byta ciggiem. Ilustracja interaktywna: dopasowywanie
punktu tak, aby stat sie on trzecim wyrazem podanego ciggu. Zasob zawiera interaktywne
¢wiczenia.



Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej
naturalnej

W tym materiale zawarte s3 informacje na temat ciggéw. Poznasz definicj¢ oraz rozne
sposoby opisywania ciagu liczbowego. Dowiesz si¢, co to sa wyrazy ciggu i w jaki sposob je
obliczamy. Sprawdzisz swoja wiedz¢ analizujac przyktady i rozwigzujac ¢wiczenia.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RSm5Q9NJoDqll
atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia nuty pewnego utworu umieszczone na pieciolinii. W pewnym
momencie pigciolinia znika, zamiast niej pojawia si¢ uklad wspoirzednych, a nuty
zamieniajg si¢ w punkty.

Przyktad 1



file:///preview/resource/RSm5Q9NJoDq11

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R8CxieBabAHIz

Pojecie ciggu.Ciagg jako funkcja zmiennej naturalnej_atrapa_animacja_6087
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jakie przyporzgadkowanie mozemy nazywac ciggiem.

Definicja: Definicja ciagu

» Ciggiem nazywamy funkcje, okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich.
Wartosci tej funkcji dla kolejnych liczb naturalnych nazywamy wyrazami ciggu.

» Jezeli cigg jest nieskonczony, to jego dziedzing jest zbior dodatnich liczb
calkowitych. Dziedzing ciggu skonczonego jest zbior {1,2,...,n}, gdzie n jest
ustalong dodatnig liczbg catkowita.

» Cigg dwuwyrazowy jest para uporzadkowana, z ktora spotkalisSmy sie, np. podajac
wspolrzedne punktu w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie.
Zwro¢émy uwage, ze pary uporzadkowane (1, 3) i (3,1) sg rozne.

» Cigg opisany w przykladzie powyzejjest skonczony, poniewaz w kolejce stoi 5 osob,
czyli skonczona liczba osob. Dziedzing tego ciagu jest zbior {1,2,3,4,5}.

» Jezeli elementy jakiego$ zbioru ponumerujemy, a wiec ustalimy kolejnos¢ tych
elementow, to w ten sposob otrzymamy ciag.

W praktyce bedziemy zajmowac si¢ najczesciej ciggami liczbowymi, czyli takimi, ktorych
wyrazy sa liczbami. Cigg oznaczamy zazwyczaj (a,), (b,), (c,) itd. Natomiast a,, oznacza n
-ty wyraz ciagu (a,, ), na przyktad drugi wyraz ciggu (a,) to as.

Jezeli cigg z podanego wyzej przyktadu 1 oznaczymy (a,, ), to a; = Tomek,
a» = Malgosia, as = Julka, a4 = Franek, a5 = Jurek.
Przyktad 2


file:///preview/resource/R8CxieBabAHlz

Rozpatrzmy ciag (a,,) sktadajgcy sie z 5 wyrazow, ktore sg kolejnymi poczatkowymi

liczbami pierwszymi. Przypomnijmy, ze najmniejszg liczbg pierwsza jest 2. Zatem

a1 =2,a9 =3,a3 =5,a4 =7,a5 =11.

Ciag liczbowy, podobnie jak inne funkcje, mozna opisa¢ na roézne sposoby, np. narysowac

jego wykres. Oto wykres tego ciggu:
da,
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciggu okreélonego wzorem a,, = n? + 3n.

Aby obliczy¢ wyraz o numerze n, nalezy podnieS¢ numer wyrazu do kwadratu i dodac do

niego potrojony numer tego wyrazu.

W ten sposob obliczamy

a1 =1>+3.-1=4

as =22+3-2=10

a5 =3+3-3=18

as =4 +3-4 =28



a5 =52+3-5=40

as =6 +3-6 =54,
Tak samo mozemy obliczy¢ wyraz o dowolnie wybranym numerze, np.

ags = 652 + 3 - 65 = 4420

ay00 = 1002 + 3 - 100 = 10300.

Podany przez nas wzor ma te wlasnos¢, ze kazdy wyraz ciaggu jest uzalezniony od numeru
tego wyrazu. Tego typu wzor okreslajgcy cigg nazywamy wzorem ogolnym.

Polecenie 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PuWtirziw

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 4

Dany jest cigg utamkow takich, ze licznik kazdego z tych ulamkow, a wigc kazdego
wyrazu tego ciggu rowny jest numerowi, a mianownik jest o 1 wiekszy od licznika. Zatem


https://zpe.gov.pl/b/PuWtirziw

cigg ten ma postac (%, %, %, %, . ) Jego n-ty wyraz mozemy opisa¢ wzorem ogolnym

_n_

an, = —47- Znajac wzor, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz tego ciggu, np.
73 73
ar3 = = -7
3+1 74
Przyktad 5
Dany jest cigg nieskonczony (a, ) 0 wzorze ogélnym a,, = 2’;*_17 . Wypiszmy wszystkie

wyrazy ujemne tego ciggu.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu to ulamek 2’;::1 , ktorego licznik, czyli n + 1, jest

dodatni, gdyz n > 1. Zatem utamek jest ujemny, gdy jego mianownik jest ujemny, czyli
gdy2n — 7 < 0,awiec n < 3,5. Wynika stad, ze ujemnymi wyrazami s3 tylko trzy
poczatkowe wyrazy:

Jle1 2o 24l 341
I A

Przyktad 6

(1)"nt-25)

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = —

1. Oblicz wyrazy a1, a2, a3, a1o.

Korzystajac z wzoru ogélnego, mamy:

@) m
a2 2+ 2 1 7
(-1)*-(32-25) 16 1
342 5

~1)1%. (102 — 25 1



1. Wykaz, ze a5 < ag oraz ag > ar.

Obliczmy
(—1)°- (5% — 25) . (—1)°-(62—25) 11
a5 = 5+ 2 -0 a = 6+ 2 — R
(—1)"- (72 — 25) 24 2
7+ 2 9 3

CO 0znacza, ze as < ag Oraz ag > ay.
Przyktad 7

Ciag (an) okreslony jest wzorem ogélnym a, = (n + 3)(2n — 5).

1. Uzasadnij, ze zaden wyraz ciggu (an) nie jest rowny zero.
Przypu$cmy, ze ktorys z wyrazow jest rowny zero, a wiec a, = 0. Zatem
(n+3)(2n —5) =0,czylin+3=0Ilub2n — 5=0.Stadn = -3 lubn = 2,5.
Zadna z tych réwnoéci nie jest prawdziwa, gdyz n to numer wyrazu ciagu i jest
dodatnig liczbg catkowita. To oznacza, ze zaden wyraz tego ciggu nie jest rowny 0.

2. Ktory wyraz tego ciggu jest rowny 6?
Podobnie jak poprzednio, rozwigzujemy rownanie a, = 6, czyli (n + 3)(2n — 5) = 6.
Po przeksztalceniu tego rownania otrzymujemy rownanie kwadratowe
2n? 4+ n — 21 = 0, ktore ma dwa rozwigzanian = —3,5 lub n = 3. Tylko drugie
z tych rozwigzan jest dodatnig liczbg catkowita, wiec n = 3. Oznacza to, ze tylko

trzeci wyraz tego ciggu jest rowny 6.
Przyktad 8

Ciag (an) okreslony jest wzorem ogolnym a, = +/3n + 6. Ktory wyraz tego ciggu jest
rowny 2v/3?

Rozwigzujemy rownanie v/ 3n + 6 = 2v/3, czyli v/3n + 6 = v 12. Stad wynika, ze
3n + 6 = 12, wiec n = 2. Zatem jedynie ay = 2v/3.

Przyktad 9

Ciag (a, ) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = v/n—2. Oblicz a1, as, as.

Obliczamy

a1:€/1—2:\3/—1:—1,(12:‘\/3 2—2:O,a3: \/33—2:1-



Zauwazmy, ze podanie kilku poczatkowych wyrazéw ciggu nie pozwala jednoznacznie
obliczy¢ kolejnych jego wyrazow ani okresli¢ wzoru ogélnego tego ciggu. Rozpatrzmy
nieskonczony cigg (—1,0, 1, ...). Mozna bytoby przypuszczac, ze jest to ciag

z poprzedniego przykiadu, a wiec cigg okreslony wzorem ogélnym a,, = ¥/n—2. Mozna
byloby tez przyja¢, ze wzor ogolny tego ciggu toa,, =n — 2luba, = (n — 2)5. Woéwczas
jednak inne bylyby juz czwarte wyrazy tych ciggow. W pierwszym a4 = V2, w drugim
a4 = 2,aw ostatnim ag = 32.

Jezeli oprocz podania poczatkowych wyrazow ciggu okreslimy rowniez zasade¢ opisujaca
tworzenie kolejnych jego wyrazow z poprzednich wyrazow, to wtedy cigg okreslimy

w sposob jednoznaczny. Na przyktad gdybySmy przy okreslaniu ciggu nieskonczonego
(—1,0,1,...) podali jeszcze, ze kazdy jego wyraz, poczawszy od wyrazu drugiego, jest o 1
wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, to wowczas obie te informacje
moglibySmy zapisa¢ krotko w postaci a1 = —1, an+1 = an + 1 dlan > 1. W ten sposob
mozna obliczy¢ kolejne wyrazy ciaggu.

a=a1+1=-141=0,a3=a2+1=0+1=1l,a4=a3+1=1+1=2.

Jednak aby obliczy¢ np. a100 = agg + 1, musimy najpierw obliczy¢ agg, ags, agr itd.
Zauwazmy jednak, ze ten sam ciag opisuje wzor ogolny a, = n — 2, ktory pozwala obliczy¢
dowolny wyraz ciagu, np.

aio0 = 100 — 2 = 98.
Przyktad 10

Wyznacz wzor ogolny ciagu, ktorego pierwszy wyraz jest rowny 7, a kazdy nastepny
wyraz jest o 3 wiekszy od poprzedniego.

Informacje podane w poleceniu mozemy zapisa¢ w postaci a1 = 7, ap+1 = an, + 3 dla
n > 1.

Pierwszy wyraz ciggu to a1 = 7. Obliczmy kilka nastepnych wyrazow tego ciggu:

a=a1+3=7+1-3=10
az=a2+3=a1+3+3=7+2-3=13

as=a3+3=a1+2-3+3=7+3-3 =16.




Zauwazmy, ze trzeci wyraz jest wiekszy od pierwszego wyrazu o dwie trojki, czylio 2 - 3,
czwarty jest wiekszy od pierwszego o trzy trojki, czyli o 3 - 3. Zatem wyraz o numerze n
jest wiekszy od wyrazu pierwszego o n — 1 trojek. Wzor ogélny tego ciggu mozemy wiec
zapisaC w postaci

an=T7T+(n-1)-3.

Zbadamy teraz, rozpatrujgc kilka przykladow, jak zachowuja si¢ kolejne wyrazy ciggu.
Interesowac nas bedzie, czy wyrazy ciggu rosng, malejg, czy nie zmieniaja sie.
Przyktad 11

Rozpatrzmy nieskonczone ciagi (ay,), (by,), (c,) okreslone wzorami ogélnymi
a,=+-n—-5b,=2-3c,=(n— 4)*. Obliczymy trzy pierwsze wyrazy kazdego

z tych ciggow:

=1.

Zauwazmy, ze

« Obliczone wyrazy ciggu (a,) sa coraz wieksze, a wiec rosng. Tak tez sie dzieje
z kolejnymi wyrazami tego ciagu, gdyz przy coraz wiekszym n ro$nie tez wartos¢

wyrazenia % n — 5. Mowimy wowczas, ze ciag jest rosnacy.

To samo mozemy tez stwierdzi¢, gdy zauwazymy, ze wykres ciagu (ay) sklada sie z

punktow lezgcych na prostej o rownaniu y = %m — 5. Ta prosta jest wykresem rosngce;j

funkciji liniowej. Zatem i ciag (ay,) jest rosnacy.




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Obliczone wyrazy ciggu (b,) sa coraz mniejsze, nastepne rowniez maleja. Jest tak
dlatego, ze przy zwiekszaniu n maleje utamek %, a to oznacza, ze maleje tez roznica
% — 3. Cigg (by) jest wiec malejacy.

Podobnie jak poprzednio do tego samego wniosku mozemy doj$¢, zauwazajac, ze wykres
ciagu (b,) sklada sie z punktow lezacych na hiperboli o réwnaniuy = £ — 3. Ta
hiperbola jest wykresem funkcji, ktora w przedziale (0, + o) jest malejgca. Zatem i ciag
(b,) jest malejacy.

b
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Pojecie ciggu.Ciag jako funkcja zmiennej naturalnej_rys_453
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



 Obliczone wyrazy ciagu (c, ) malejg, czwarty wyraz jest mniejszy od trzeciego
(cy = 0 < 1 = ¢3), ale juz kolejne wyrazy nie sg coraz mniejsze. Pigty wyraz jest
wiekszy od czwartego cs = 1 > 0 = ¢4. Cigg ten nie jest wiec malejacy, nie jest tez
rosngcy. To samo mozemy zauwazy¢, patrzac na wykres (¢, ), ktory sktada sie
z punktéw lezgcych na paraboli o réwnaniu y = (z — 4)2. Parabola ta jest wykresem
funkcji malejgcejw przedziale (—o0, 4), a rosngcejw przedziale (4, +00). Funkcja ta
nie jest wiec monotoniczna w przedziale (1, +00), a w tym przedziale lezg wszystkie

numery wyrazow ciggu.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciag rosnacy

Ciag (an) jest rosnacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RI2Ifg40xq38C
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atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg rosnacy.

Ciag malejacy

e—@2

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1XdisAm3gDIT

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg malejacy.

Ciag (an) jest malejacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

dn ~ dn+1,

Ciag nierosnacy

n+1in
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RZCTxtqMIBNLD

Ciag (an) jest nierosnacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
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atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg nierosnacy.

Ciag niemalejacy

Ciag (an) jest niemalejacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

a¢-— -0
- ————e

1 an < an+1,

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RCcoXl4UjS16

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg niemalejacy.

Ciag staty
I
dn
Ciag (an) jest staty,
I | . jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
o 4
n  n+l dn = an

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RkFDHryCwcWMG


file:///preview/resource/RCcoXl4UjjS16
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atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg staty.

Ciag naprzemienny

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R11DGD64918Vg
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przykladowe ciggi naprzemienne.

Definicja: Ciggi monotoniczne

» Cigg nazywamy rosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieréwnos¢

» Ciag nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolne;j
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$c¢

Apt1 < Q.

» Ciag nazywamy stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sg sobie rowne, a wiec
jezeli dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn zachodzi rowno$¢



file:///preview/resource/R11DGD649l8Vg

Api1 = Q.

» Ciag nazywamy niemalejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wigc jezeli dla dowolne;j
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nieréwno$¢

an+1 = Qnp.

» Ciag nazywamy nierosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$c¢

an+1 < an.

Jezeli ciag jest rosnacy, malejacy, nierosngcy, niemalejgcy lub staly, to moéwimy, ze ten cigg
jest monotoniczny. O innych ciggach méwimy, ze nie s3 monotoniczne.
Przyktad 12

Ciag okredlony wzorem a, = (—1)" - m nie jest monotoniczny. Wystarczy obliczy¢ trzy
pierwsze wyrazy tego ciggu: a1 = —1, a2 = 2, a3 = —3. Poniewaz as > a1ia3 < ag,
wiec cigg nie jest monotoniczny.
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Cwiczenie 1

W tabeli podane zostaty wszystkie wyrazy ciagu (a,, ).

an

1. Narysuj wykres ciagu (ay,).

2. Rozstrzygnij, czy ciag (a,,) jest monotoniczny.

] 1 1 ] | I I 1 1 I ] 1 I I
] 1 1 ] | I I [\ 1 1 I ] 1 I I
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 2 @)
lle wyrazéw ujemnych wystepuje w ciagu a,, = (n — 20)(2n + 5)? Uzupetnij odpowiedz
o szukana liczbe

Odpowiedz: W ciagu (a,) wystepuje

lwyrazéw ujemnych.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 ®
Ciag (ay) okreslony jest wzorem a,, = n? — 5n + 1. Zaznacz wszystkie poprawne
stwierdzenia.

E] Pierwszym wyrazem dodatnim tego ciagu jest as.

(] Siédmy wyraz tego ciagu jest rowny 15.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 C
Potacz w pary wzér ogdlny z odpowiadajgcymi mu wyrazami ciggu.

an =n%+1 (an) : (4,6,8,10,12,14,16)
a, = vVn+ 11 (an) : (2,5,10,17,26,37, 50, 65)
—1)" 1 1 1 1 1
ap = (n) (an):(_laﬁa_iaza_gaﬁ)

an = 2n + 2 (an) : (2\/5, V13, /14, \/15, 4, V17,

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 O
Ktére wyrazy nieskonczonego ciggu opisanego wzorem a,, = @ dlan > 1 s liczbami
catkowitymi? Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

as
Qe
az
as
a3

a4

o o o 0O o o d

ai

) a7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6 O

Nieskonczony ciag opisany jest wzorem a,, = n? — 6n + 5. Uzupetnij zdania, przeciagajac
w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

‘ag,ag,a4H —3,—4,—3H —2,—4,—6H 12”55“20”a1,a2,a3 Hso]

\ ~1,-2,-3|] 38 ] 45 ]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

as, a4, asg ’




Cwiczenie 7

Nieskoniczony ciagg opisany jest wzorem a,, = n? — 6n + 5.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢ a,, > —4.

Cwiczenie 8 O
Dany jest ciag a, = ”J;m . Ktéry wyraz tego ciggu jest rowny 3%? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

Wyraz siédmy.

Wyraz dwunasty.

Zaden.

o O O

() Wyraz jedenasty.
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9 Q]
Dany jest nieskoriczony ciag (a,,) okreslony wzorem ogdlnym a,, = 4’;;31 . Ktére wyrazy tego
ciggu sg wieksze od %? Uzupetnij odpowiedz o szukane liczby.

Odpowiedz: Wszystkie wyrazy od numeru ‘ ’ do ‘ ’ sg wieksze

1
od 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O
Oblicz piaty wyraz ciagu (a,, ) okreslonego nastepujaco a; = 3 oraza, 1 = (—1)" - a, + n
dla dowolnej liczby catkowitej n > 1. Wpisz rozwigzanie w puste pole.

ay — ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 @

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = (_i)n . Uzupetnij ponizsze luki. Kliknij w nie, aby

rozwingc liste, a nastepnie wybierz poprawng odpowiedz.

1. Ciag (an) monotoniczny.

2. Wartos¢ wyrazenia as + 2ag jest rowna L

2 TP 3 1 4 6 : 2 2
mejest || 3] 5 ] [ ] [ ] (st

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 @
lle wyrazow nieskorniczonego ciggu okreslonego wzorem a,, = %4—2 nalezy do przedziatu
(3,2)? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 5
O 4
O 7

O 6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

Niech a,, oznacza liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw dodatniej liczby catkowitej n,
gdzie 1 < n < 7. Sporzadz wykres ciagu (a,,). Ktory wyraz tego ciagu jest najwigkszy?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 @
Dane s3 ciagi (a,,) i (b,) o0 wzorach ogdlnycha, =n+5i b, =3n — 7.

Suma ciagow (a,) i (b,,) nazywamy ciag (c,) o wzorze ogdlnym ¢, = a,, + b,,.

Rdznica ciagdw (ay) i (by) nazywamy ciag (dy) o wzorze ogdlnym dy, = an, — by.
lloczynem ciagéw (a,,) i (b,) nazywamy ciag (e, ) o wzorze ogdlnym e,, = a,b,,.

llorazem ciagow (ax) i (bn) nazywamy ciag (fn) 0 wzorze ogélnym f,, = 3*.

Ciag (f,) jest okreslony dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, poniewaz zaden wyraz
ciagu (b,) nie jest rowny 0.

Uzupetnij ponizsze luki. Kliknij w nie, aby rozwingc¢ liste, a nastepnie wybierz poprawng
odpowiedz.

7. Trzeci wyraz ciagu (e;,)

7] [as | [1strieie | [jest | [10] [a | [8 [ieiest | [4] (@2 | [a ] [1] [3][Z]

niejestHagHagH5Ha6HawHniejestHjestH3H6H9Ha7Hniejest’

Nie istnieje ’ ay ’

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 O
W nieskonczonym ciaggu (an) kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest dwa razy wiekszy od
réznicy wyrazu poprzedniego i liczby 1. Wyraz a; = 66. Oblicz wyrazy ciagu od pierwszego
do szostego. Uzupetnij odpowiedz o szukane liczby.

Odpowiedz: a; :‘ ’ as :‘ ’ as :‘ , Gy =

a5 = a6 = |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 16

Potacz w pary wyrazy ciggu z odpowiadajgcym im wzorem ogdlnym.

(013, 5, 1%, --) 2= %
(21 5 5 ) g Ct
(1,14, 13,13, ) 14 L0
(L. 23, 13, 24, .. ) 0
(2,15, 13, 11, ...) (S

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 17

Wskaz, na podstawie wykresow, wszystkie funkcje, ktore sg ciggami.

0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18

Wskaz, na podstawie wykresow, wszystkie funkcje, ktore sg ciggami.

48y [} gy
3 o 3
2 2
1 ° 1 o
0 X 0 X
-3 -2 1 0 1 2 3 4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5
1 1
2 ® 2
3 D 3 D
It agy o
3 3 °
e o e o % o o o o 2 °
1 ! °®
0 x 0 x
4 3 2 1 0 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
1 ® 1
2 -2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 19

Na podstawie wykresu okres$l monotonicznos¢ ciggu.

o [ o J e W
3 '} 3 3 3 [}
2 [ 2 2 [} 2
1 () 1 1 1 [ L]
1 - o 1 2 3 1] 5 5 - ] . o 1 2 3 4 5 % s ] - o 1 H 3 4 5 1 - 1 - o 1 2 H 1) 5

1 L ] 1 -1 1 [ ]
2 2 2 { ] 2
3 o 3 3 o 3 L]

Ciagg staty Cigg malejacy Cigg rosnacy Ciag
& & ) & niemonotoniczny

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20

Na podstawie wykresu okresl monotoniczno$¢ ciggu.

Yy

b &» 6 @ b
B ) 5 ) N
2 [} 2 ® ® L] ® L) 4 ] 2 o ®
1 o 1 3 o !

1 . o 1 2 3 ? 5 6 - 1 . 0 1 2 3 4 5 % - 2 . -1 < ] 1 2 3 4 5
1 L ] 1 1
2 L ] 2 ! 2 [ ] [ ] [ )
3 [ ] 3 1 . 0 1 2 3 4 5 3

, . . . Ciag

Ciag rosnacy Ciag staty Ciag malejacy

niemonotoniczny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



