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Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej
naturalnej

W tym materiale zawarte sg informacje na temat ciggéw. Poznasz definicj¢ oraz rozne
sposoby opisywania ciggu liczbowego. Dowiesz sig, co to sq wyrazy ciaggu i w jaki
sposob je obliczamy. Sprawdzisz swoja wiedze¢ analizujgc przyklady i rozwigzujgc

¢wiczenia.
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Film dostepny pod adresem /preview /resource/RSm5Q9NJoDqll

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia nuty pewnego utworu umieszczone na pieciolinii. W pewnym
momencie pigciolinia znika, zamiast niej pojawia si¢ ukltad wspotrzednych, a nuty

zamieniajq si¢ w punkty.

Przyktad 1



file:///preview/resource/RSm5Q9NJoDq11

Film dostepny pod adresem /preview /resource/R8CxieBabAHlz

Pojecie ciggu.Ciag jako funkcja zmiennej naturalnej_atrapa_animacja_6087
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jakie przyporzadkowanie mozemy nazywac ciggiem.

Definicja: Definicja ciggu

e Ciggiem nazywamy funkcje, okreslong w zbiorze liczb catkowitych
dodatnich. WartoSci tej funkcji dla kolejnych liczb naturalnych nazywamy
wyrazami ciagu.

o Jezeli cigg jest nieskonczony, to jego dziedzing jest zbior dodatnich liczb
catkowitych. Dziedzing ciggu skonczonego jest zbior {1, 2,...,n}, gdzien
jest ustalong dodatnig liczbg catkowitg.

e Cigg dwuwyrazowy jest parg uporzadkowang, z ktorg spotkalisSmy sie, np.
podajac wspotrzedne punktu w prostokatnym uktadzie wspotrzednych na
plaszczyznie. Zwro¢my uwage, ze pary uporzadkowane (1,3)1(3,1) sg
rozne.

e Ciagopisany w przykiadzie powyzej jest skonczony, poniewaz w kolejce stoi
5 0s0b, czyli skonczona liczba osob. Dziedzing tego ciggu jest zbior
{1,2,3,4,5}.


file:///preview/resource/R8CxieBabAHlz

e Jezeli elementy jakiego$ zbioru ponumerujemy, a wiec ustalimy kolejnos¢

tych elementow, to w ten sposob otrzymamy cigg.

W praktyce bedziemy zajmowac si¢ najczesciej ciggami liczbowymi, czyli takimi,
ktorych wyrazy sg liczbami. Cigg oznaczamy zazwyczaj (a,,), (by), (¢,) itd.
Natomiast a,, 0znacza n-ty wyraz ciagu (a,,), na przyktad drugi wyraz ciggu (a,,)

to as.

Jezeli cigg z podanego wyzej przyktadu 1 oznaczymy (a,,), to a; = Tomek,

ay = Malgosia, ag = Julka, a4 = Franek, a5 = Jurek.

Przyktad 2

Rozpatrzmy ciag (a,,) sktadajacy sie z 5 wyrazow, ktore sg kolejnymi
poczatkowymi liczbami pierwszymi. Przypomnijmy, ze najmniejszg liczba

pierwszg jest 2. Zatem

a1 =2,a2=3,a3 =5,a4="7,a5=11.
Ciag liczbowy, podobnie jak inne funkcje, mozna opisa¢ na rozne sposoby, np.

narysowac jego wykres. Oto wykres tego ciggu:

da,

127

101

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Przyktad 3

Oblicz szeé¢ poczatkowych wyrazoéw ciggu okreslonego wzorem a,, = n? + 3n.

Aby obliczy¢ wyraz o numerze n, nalezy podnies¢ numer wyrazu do kwadratu

i doda¢ do niego potrojony numer tego wyrazu.

W ten sposoOb obliczamy

a;=12+3.-1=4

a, =224+3-2=10

a3 =32+3-3=18

as =42 +3-4=28

as =52 +3-5=40

ag =62 +3-6 =54

Tak samo mozemy obliczy¢ wyraz o dowolnie wybranym numerze, np.

ags = 652 + 3 - 65 = 4420

aig0 = 100% + 3 - 100 = 10300.

Podany przez nas wzor ma te wlasnos¢, ze kazdy wyraz ciggu jest uzalezniony od
numeru tego wyrazu. Tego typu wzor okreslajacy cigg nazywamy wzorem

ogolnym.



Polecenie 1

Zas6b interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DrfCvSpdW

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 4

Dany jest cigg utamkow takich, ze licznik kazdego z tych utamkow, a wiec kazdego
wyrazu tego ciggu rowny jest numerowi, a mianownik jest o 1 wigkszy od licznika.
Zatem cigg ten ma postac ( ok § , Z , g o ) Jego n-ty wyraz mozemy opisac

wzorem ogolnym a,, =

ciggu, np.

—o - Znajgc wzor, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz tego

73 73
734+1 74"

ar3y =

Przyktad 5

Dany jest ciag nieskonczony (a,) o wzorze ogdlnym a,, = 4=

wszystkie wyrazy ujemne tego ciggu.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu to utamek 5= ”+ ==, ktorego licznik, czylin + 1, jest

dodatni, gdyz n > 1. Zatem utamek jest ujemny, gdy jego mianownik jest ujemny,


https://zpe.gov.pl/a/DrfCvSpdW

czyligdy 2n — 7 < 0,awiecn < 3,5. Wynika stad, ze ujemnymi wyrazami sg tylko
trzy poczatkowe wyrazy:

Przyktad 6
1) (n2—
Ciag (a, ) okreslony jest wzorem og6lnym a,, = %
1. Oblicz wyrazy a1, as, as, aip.
Korzystajgc z wzoru ogélnego, mamy:
()
e 1+ 2 N
(1% (22-25) 21 1
2 212 T 1

C(-1)°- (32 -25) 16 1
= 3+2 5

(-1 (10°-25) 75 1
alO prnt g = 6—.
10 4 2 12 4

1. Wykaz, ze a5 < ag oraz ag > ar.

Obliczmy




(D (P-2) 2
o= T+2 9 T3

CO 0znacza, ze a5 < ag Oraz ag > ary.

Przyktad 7

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogolnym a,, = (n + 3)(2n — 5).

1. Uzasadnij, ze zaden wyraz ciagu (a,,) nie jest rowny zero.
PrzypuS¢my, ze ktorys z wyrazow jest rOwny zero, a wiec a,, = 0. Zatem
(n+3)(2n —5) =0,czylin+3=01lub2n —5 =0.Stadn = —3 lub
n = 2,5. Zadna z tych réwnoéci nie jest prawdziwa, gdyz n to numer wyrazu
cigguijest dodatnig liczba catkowitg. To oznacza, ze zaden wyraz tego ciggu

nie jest rowny 0.

2. Ktory wyraz tego ciggu jest rowny 67
Podobnie jak poprzednio, rozwigzujemy rownanie a,, = 6, czyli
(n + 3)(2n — 5) = 6. Po przeksztalceniu tego roOwnania otrzymujemy
réwnanie kwadratowe 2n? + n — 21 = 0, ktoére ma dwa rozwigzania
n = —3,5 lubn = 3. Tylko drugie z tych rozwigzan jest dodatnig liczba
calkowitg, wiec n = 3. Oznacza to, ze tylko trzeci wyraz tego ciggu jest

rowny 6.

Przyktad 8

Ciag (a,) okreslony jest wzorem og6élnym a,, = 1/3n + 6. Ktory wyraz tego ciaggu
jest rowny 2+/3?

Rozwigzujemy rownanie v/ 3n + 6 = 2v/3, czyli v/3n + 6 = v/12. Stad wynika, ze
3n 4+ 6 = 12, wiec n = 2. Zatem jedynie ay = 2v/3.

Przyktad 9

Ciag (a,) okreslony jest wzorem og6élnym a,, = v/'n — 2. Oblicz a1, as, as.

Obliczamy



a=V1-2=vV-1=-lay=v2-2=0a;=v3-2=1

Zauwazmy, ze podanie kilku poczatkowych wyrazow ciagu nie pozwala jednoznacznie
obliczy¢ kolejnych jego wyrazow ani okresli¢ wzoru ogolnego tego ciggu. Rozpatrzmy
nieskonczony ciag (—1,0, 1, . ..). Mozna bytoby przypuszczac, ze jest to cigg

z poprzedniego przykladu, a wiec ciagg okreslony wzorem ogbélnym a,, = v/n — 2.
Mozna byloby tez przyja¢, ze wzor ogolny tego ciagu to a, = n — 2lub a, = (n — 2)°.
Wowczas jednak inne bylyby juz czwarte wyrazy tych ciggow. W pierwszym ay = V2,

w drugim a4 = 2,a w ostatnim a4 = 32.

Jezeli oprocz podania poczatkowych wyrazow ciggu okreslimy rowniez zasade
opisujacg tworzenie kolejnych jego wyrazow z poprzednich wyrazow, to wtedy cigg
okreSlimy w sposob jednoznaczny. Na przykiad gdybySmy przy okreslaniu ciggu
nieskonczonego (—1,0,1,...) podali jeszcze, ze kazdy jego wyraz, poczawszy od
wyrazu drugiego, jest o 1 wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, to
wowczas obie te informacje moglibySmy zapisac¢ krotko w postaci a; = —1,

ant+1 = an + 1dlan > 1. W ten sposob mozna obliczy¢ kolejne wyrazy ciagu.

as=a1+1=—-14+1=0,a3=a:s+1=0+1=1,a4=0a3+1=1+4+1=2.

Jednak aby obliczy¢ np. a1g9 = agg + 1, musimy najpierw obliczy¢ agg, ags, agy itd.
Zauwazmy jednak, ze ten sam cigg opisuje wzor ogolny a,, = n — 2, ktory pozwala

obliczy¢ dowolny wyraz ciggu, np.

a0 — 100 — 2 = 98.

Przyktad 10

Wyznacz wzor ogolny ciagu, ktorego pierwszy wyraz jest rowny 7, a kazdy

nastepny wyraz jest o 3 wigkszy od poprzedniego.

Informacje podane w poleceniu mozemy zapisa¢ w postacia; =7, ap+1 = a, + 3
dlan > 1.




Pierwszy wyraz ciggu to a; = 7. Obliczmy kilka nastepnych wyrazow tego ciagu:
a2:a1—|—3:7—|—13:10
a3 =ay+3=a1+34+3=7+2-3=13
ag=a3+3=a1+2-3+3=7+3-3=16.
Zauwazmy, ze trzeci wyraz jest wiekszy od pierwszego wyrazu o dwie trojki, czyli
0 2 - 3, czwarty jest wiekszy od pierwszego o trzy trojki, czyli o 3 - 3. Zatem wyraz

o numerze n jest wiekszy od wyrazu pierwszego o n — 1 trojek. Wzor ogdlny tego

ciggu mozemy wiec zapisa¢ w postaci

a,=7+(n—-1)-3.

Zbadamy teraz, rozpatrujac kilka przyktadow, jak zachowujg si¢ kolejne wyrazy ciagu.
Interesowac nas bedzie, czy wyrazy ciggu rosng, maleja, czy nie zmieniajg sie.
Przyktad 11

Rozpatrzmy nieskonczone ciagi (a,,), (by), (¢,) okreslone wzorami ogdlnymi
1+ n—5b,=2-3¢,=(n— 4)®. Obliczymy trzy pierwsze wyrazy

an = 3
kazdego z tych ciggow:
1 1 1 1 1
aL =3 1—5:—4§,a2—— 2—-5=—-4a3=— 3—5:—35
bl—2—3:—1,b2—2—3——2,b3—3—3:—2l
1 3 3




Zauwazmy, ze

e Obliczone wyrazy ciagu (a,,) sg coraz wigksze, a wiec rosng. Tak tez sie
dzieje z kolejnymi wyrazami tego ciggu, gdyz przy coraz wiekszym n ro$nie

tez warto$¢ wyrazenia % n — 5. Mowimy wowczas, ze cigg jest rosnacy.

To samo mozemy tez stwierdzi¢, gdy zauwazymy, ze wykres ciggu (a,,) sktada sie

z punktow lezgcych na prostej o rownaniu y = %w — 5. Ta prosta jest wykresem

rosnacej funkcji liniowej. Zatem i ciag (a,, ) jest rosnacy.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Obliczone wyrazy ciagu (b, ) sg coraz mniejsze, nastepne rowniez maleja.
Jest tak dlatego, ze przy zwickszaniu n maleje utamek %, a to oznacza, ze

maleje tez roznica = — 3. Ciag (b,) jest wiec malejacy.

Podobnie jak poprzednio do tego samego wniosku mozemy dojS¢, zauwazajac, ze
wykres ciggu (b,,) sktada si¢ z punktow lezgcych na hiperboli o réwnaniu
Y= % — 3. Ta hiperbola jest wykresem funkcji, ktéra w przedziale (0, + oo) jest

malejaca. Zatem i cigg (b,,) jest malejacy.



Y

Pojecie ciggu.Ciag jako funkcja zmiennej naturalnej_rys_453
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Obliczone wyrazy ciagu (c, ) malejg, czwarty wyraz jest mniejszy od
trzeciego (cy = 0 < 1 = c3), ale juz kolejne wyrazy nie s3 coraz mniejsze.
Pigty wyraz jest wigekszy od czwartego c; = 1 > 0 = c4. Cigg ten nie jest
wiec malejgcy, nie jest tez rosngcy. To samo mozemy zauwazy¢, patrzac na
wykres (¢, ), ktory sktada sie z punktéw lezgcych na paraboli o réwnaniu
y = (z — 4)°. Parabola ta jest wykresem funkcji malejacej w przedziale
(—o0, 4), arosnagcej w przedziale (4, +00). Funkcja ta nie jest wiec
monotoniczna w przedziale (1, +00), a w tym przedziale lezg wszystkie

numery wyrazow ciagu.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciag rosnacy

Ciag (an) jest rosnacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
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Film dostepny pod adresem /preview /resource/RI21fg40xq38C

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg rosnacy.

11



file:///preview/resource/RI2lfg4Oxq38C

Ciag malejacy

Ciag (an) jest malejacy,
° . jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

dn -~ }.-?'il'_-: =

e—@2

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIXdisAm3gDIT

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg malejacy.

Ciag nierosnacy

Ciag (an) jest nierosnacy,

R7* jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
n

-]
p—

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RZCTxtgMIBNLD

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/R1XdisAm3gDIT
file:///preview/resource/RZCTxtqMlBNLD

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg nierosnacy.

Ciag niemalejacy

dn

Ciag (an) jest niemalejacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

a¢-— @
- ————e

1 an < an+1,

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RCcoX14UjjS16

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg niemalejacy.

Ciag staly

Ciag (an) jest staly,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

30—-—"
+o— — o

1 an = an+i.

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RkFDHryCwcWMG



file:///preview/resource/RCcoXl4UjjS16
file:///preview/resource/RkFDHryCwcWMG

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak definiujemy cigg staty.

Ciag naprzemienny

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIIDGD64918Vg

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przykladowe ciggi naprzemienne.

Definicja: Ciggi monotoniczne

e Ciagnazywamy rosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego,
jest wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla

dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nierbwnosc¢

e Cigg nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego,
jest mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dla

dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nierownos¢



file:///preview/resource/R11DGD649l8Vg

e Ciagnazywamy statym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sg sobie rowne,

a wiec jezeli dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi rownos¢

aln+1 — an.

e Ciagg nazywamy niemalejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od
drugiego, jest nie mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego,

a wiec jezeli dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nierbwnosc¢

An+1 > Q.

e Cigg nazywamy nierosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od
drugiego, jest nie wickszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego,

a wiec jezeli dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nierbwnos$c¢

An+1 < Q.
Jezeli cigg jest rosngcy, malejacy, nierosnacy, niemalejgcy lub staty, to mowimy, ze

ten cigg jest monotoniczny. O innych ciagach mowimy, ze nie s3 monotoniczne.

Przyktad 12

Ciag okre$lony wzorem a, = (—1)" - n nie jest monotoniczny. Wystarczy obliczy¢
trzy pierwsze wyrazy tego ciagu: a1 = —1,a2 = 2,a3 = —3. Poniewazaz > a1 i

a3 < ag, wiec ciag nie jest monotoniczny.



Cwiczenie 1

W tabeli podane zostaty wszystkie wyrazy ciagu (a.,).

an -3 —1 0 1

1. Narysuj wykres ciagu (a,, ).

2. Rozstrzygnij, czy ciag (a,,) jest monotoniczny.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

e Siodmy wyraz tego ciggu jest rowny 15.

e Pierwszym wyrazem dodatnim tego ciggu jest as.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Nieskoriczony ciag opisany jest wzorem a,, = n? — 6n + 5.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
a, > —4.

Cwiczenie 8 Q)
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9 Q)
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 @

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 @

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Niech a,, oznacza liczbe wszystkich naturalnych dzielnikdw dodatniej liczby catkowitej
n, gdzie 1 < n < 7.Sporzadz wykres ciagu (ar). Ktéry wyraz tego ciagu jest
najwiekszy?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 @

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 C

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 16 e
Potacz w pary.

<span aria-label="jeden, plus, poczatek utamka, jeden, mianownik, n, koniec utamka"
role="math"><math><mn>1</mn><mo>+</mo><mfrac><mn>1</mn><mi>n</mi>
</mfrac></math></span>, <span aria-label="dwa, plus, poczatek utamka, nawias,
minus, jeden zamkniecie nawiasu indeks gérny, n, mianownik, n, koniec utamka"
role="math"><math><mn>2</mn><mo>+</mo><mfrac><mrow><mo>(</mo><mo>-
</mo><mn>1</mn><msup><mo>)</mo><mi>n</mi></msup></mrow><mi>n</mi>
</mfrac></math></span>, <span aria-label="dwa, minus, poczatek utamka, jeden,
mianownik, n, koniec utamka" role="math"><math><mn>2</mn><mo>-</mo><mfrac>
<mn>1</mn><mi>n</mi></mfrac></math></span>, <span aria-label="poczatek
utamka, dwa, mianownik, n, koniec utamka" role="math"><math><mfrac><mn>2</mn>
<mi>n</mi></mfrac></math></span>, <span aria-label="jeden, plus, poczatek utamka,
nawias, minus, jeden zamkniecie nawiasu indeks gérny, n, mianownik, n, koniec utamka"
role="math"><math><mn>1</mn><mo>+</mo><mfrac><mrow><mo>(</mo><mo>-
</mo><mn>1</mn><msup><mo>)</mo><mi>n</mi></msup></mrow><mi>n</mi>

</mfrac></math></span>

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



