Ciggtosc funkcji w punkcie
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Pierwsze sformutowanie ciggltosci funkcji podat w 1817 roku w pracy Rein analytischer
Beweis praski matematyk i teolog Bernard Bolzano (1781 — 1848).

Okoto roku 1830 Bolzano podat twierdzenia dotyczace funkciji ciggtych i zawart je
w skrypcie Functionenlehre, ktory zostat opublikowany dopiero 100 lat p6zniej przez
czeskiego matematyka Karela Rychlika.

Bernard Bolzano sformutowal wiele waznych twierdzen matematycznych, ale poniewaz
jego prace opublikowano dopiero po jego $mierci, byly przypisywane innym naukowcom.

W tym materiale zajmiemy si¢ ciagloscig funkcji w punkcie.
Twoje cele

» Poznasz definicje cigglosci funkcji w punkcie.
o Utrwalisz umiejetnos¢ obliczania granic funkcji w punkcie.
o Wykorzystasz definicje ciggtosci funkcji w punkcie do rozwigzania zadan.



https://pixabay.com/users/geralt-9301/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3541735
https://pixabay.com/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3541735

Przeczytaj

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu z.
Definicja: Funkcja ciggta
Funkcja f jest ciggta w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = f(zo).

T—T(

Tak wiec funkcja jest ciggta w punkcie g wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. funkcja jest okreslona w punkcie zo;
2. istnieje granica funkciji 1i_>m f(z) =g;
T—X0

3. granica g rowna sie warto$ci f(zo).
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Przedstawiona na rysunku funkcja jest ciggta w punkcie a, natomiast nie jest ciggta
w punkcie b (gdyz nie jest spelniony warunek 1), punkcie ci d (bo nie sa spetnione
warunki 2 i 3).

Funkcja f ciggla w punkcie g musi by¢ w tym punkcie okreslona, a ponadto musi istnie¢
granica funkcji f w punkcie x¢ i by¢ rowna warto$ci funkcji f w tym punkcie.

Oznacza to, ze nie ma sensu zastanawianie si¢ nad ciggloscig funkcji w punkcie, ktory nie
nalezy do dziedziny.



Istnienie granicy funkcji w punkcie zy oznacza, ze granica lewostronna i prawostronna
musza by¢ rowne, czyli

lim f(z) = lim f(z).

T—a0~
Definicja: Punkt nieciagtosci
xo jest punktem nieciggtosci wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f nie jest ciggla w xo.
Algorytm badania ciaglosci funkcji w danym punkcie:
a) okreslenie dziedziny funkcji i okreslenie czy xo nalezy do dziedziny funkcj;
b) obliczenie wartosci funkcji w punkcie zo;

c) obliczenie granicy wtasciwejw punkcie x¢ - jesli nie istnieje, to funkcja nie jest ciggla
w tym punkcie;

d) poréwnanie wyliczonej granicy funkcji w punkcie xo z wartoscig funkcji w tym punkcie,
jesli sg sobie rowne, to funkcja jest ciggta w punkcie zg a jesli sg rozne, to funkcja nie jest
ciggta w tym punkcie.

Przyktad 2
Zbadamy ciagtosc funkcii:

(z+1, =2<1
flz) =<2, z=1
4 -2 x>1

w punkcie xy = 1.

Rozwigzanie

Dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R, zg € Dy.
Oczywiscie f(1) = 2. Policzmy granice jednostronne:

lim f(z) = lim (x+1)=1+1=2oraz lim f(z) = lim (4 —-2%)=4—-2=2.
z—1- z—1- z—17t

z—1t

Otrzymujemy zatem cigg rownosci:

lim f(z) = lim f(z) = f(1),

z——1-
wiec funkcija jest ciggta w punkcie z.

Przyktad 3



javascript:void(0);

Zbadamy ciggtosc¢ funkcii:

T dlaz < -1
fz) = {(w—l— 2)(x—1) dlaz > —1

w punkcie xy = —1.
Rozwigzanie
Dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R, zg € Dy.

Wybieramy pierwszy czton funkcji, ktory jest okreslony dla z < —1 czyli tez dlazyg = —1.

Liczymy warto$¢ funkcji w punkcie g = —1:
flzo) = f(=1) = =L ezyli f(—1) = —L.
Teraz znajdujemy granice funkcji w punkcie ¢y = —1:

lim f(z)= lim z=-1i lim f(z)= lim (z+2)(z—1) = -2

z——1" z——1" z——1" z——17
lim f(x lim f(x).
lim f(z) # lim f(z)
Granice jednostronne sg rozne. Nie istnieje granica w punkcie xy = —1 (punkcie

nieciaglosci), stad funkcja f nie jest ciggta w tym punkcie.

Tak wyglada wykres tej funkcii:
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Cigglosc¢ funkciji nalezy kojarzy¢ z nierozerwalnoscig wykresu funkcji w badanym
punkcie.

Funkcja f nie jest ciggla w punkcie xy = —1.
Przyktad 4

Rozwazmy funkcje
2 —4
f@)={ a2 72
a, x =2
Wyznaczymy warto$¢ parametru a, dla ktorej funkcja f jest ciggla.

Rozwigzanie
Znajdujemy granice funkcji w punkcie x = 2.

W tym celu, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia a®> — b* = (a — b)(a + b),
zapiszemy z2 — 4 jako (z — 2)(z + 2).

z’ — 4 (z — 2)(z + 2)
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Poniewaz granica jest rowna 4, wiec dla a = 4 otrzymamy funkcje ciggla.
Przyktad 5
Wyznaczymy a i b tak, aby funkcja f byla ciagta w z¢ = 0.

22+22x+1 dlaz <0
ar +b dlaxz >0

o) = {
Rozwigzanie

Dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R, xg € Dy.
Liczymy warto$c¢ funkcji w ¢ = O:
f(0)=0*+2-0+1=1.

Aby funkcja byta ciggta w xy, musi by¢ speiniony warunek:

lim f(z) = lim f(z) = f(zo).

32—).’170 .'13—>$0

Liczymy granice lewostronng i prawostronng w punkcie zy = 0:
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lim (2% 4+ 2z 4+ 1) =11 lim (az + b) =b.
z—0+

z—0~-

Poniewaz lim f(z) = 1 maby¢ rowne lim f(z) = btob = 1, natomiast a moze by¢
x—0" x—07"

dowolne.

Odpowiedz

Funkcja f jest ciggta w punkcie zg = 0 dla dowolnegoa € Rib = 1.

Stownik
funkcja ciagta

funkcja f jest ciggla w punkcie zy wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) = f(x)

T—To
punkt nieciaggtosci
xo jest punktem niecigglosci wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f nie jest ciggla w xq

dziedzina funkcji

zbior wszystkich wartoéci zmiennej niezaleznej z, dla ktorych funkcja f(z) jest okreslona



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem prezentujacym ciggtosc funkcji w punkcie, a nastepnie rozwiaz zadania

i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DghsdnNIE

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciggtosci funkcji w punkcie.

Polecenie 2

Sprawdz, czy funkcja f jest ciagtaw zop = 0ix; = 2.

—x+5 dlaz <0
flz)=qz*—3z+5 dla0 <z <2
r+1 dlaz > 2

Polecenie 3
Wyznacz a tak, aby funkcja

f(z) = {w2 —3z dlaz <1

azx dlaz >1

byta ciggtaw ¢ = 1.


https://zpe.gov.pl/a/DghsdnNIE

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dana jest funkcja opisana wzorem

1 dlax < -1
flz)=(2? dla —1<z<2.
2 dlaxz > 2

Woybierz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Funkcja f jest ciagta w punkcie zg = 2.

[ ] Funkcja f nie jest ciagta w punkcie zy = —1.

(] Funkcja f nie jest ciagta w punkcie zy = 2.

(] Funkcja f jest ciagta w punkcie zg = —1.




Cwiczenie 2

Do wzoru funkcji dopasuj punkt, w ktérym nie jest ona ciggta.

-3 dlaz < -2
gz)y=qz—2 dla —-2<z<3
1 dlaz > 3

(3 dlaz < —1
k(x)=¢2—3z dla — 1<z <2
| —4 dla z > 2

(3 dlaz < —1
h(z)=¢1—2z dla — 1<z <2
[ —1 dla z > 2

(—3 dlax < —2
flx)=<x—1dla —2<z<3
1 dlaxz > 3

T =2
z=—1
=3
z=—2



Cwiczenie 3

Dana jest funkcja opisana wzorem

922 — 1 1
i Y7 s
fla)=q > it
a, r=——
] 1
Jaka wartosc nalezy nadac tej funkcji dla z¢p = —g, aby byta ona ciaggta w tym punkcie?

Woybierz prawidtowa odpowiedz.

o o O O
[
|



Cwiczenie 4

W druga kolumne tabeli wpisz odpowiednie liczby catkowite tak, aby otrzyma¢é zdania

prawdziwe.
Opis funkciji T
Funkcja f opisana wzorem
2z — 3 dlaz < —4
f(z) = (x—l%)(az—l—@ dla —4<x<6
T+ 3 dlaz > 6

nie jest ciggta w punkcie ¢ =

Funkcja f opisana wzorem

2z — 3 dlaz < —4
1
f(z) = (x+1§>(m+6) dla —4<z <6
Tx + 48 dlaz > 6

nie jest ciggta w punkcie ¢ =

Funkcja f opisana wzorem

(1
§x+2 dlaz < —6

flz) = < (m_lé)(x+6) dla —6<z<—4

(1 -3z dlaxz > —4
nie jest ciggta w punkcie ¢ =



Cwiczenie 5

.

57 dlaz € (—o0, 0)

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = ¢ 2z —z? dlaz € (0, 2)

1
—§w+1 dlaz € (2, o0)
\

Woybierz wszystkie zdania prawdziwe.

Funkcja f nie jest ciggta w punkcie ¢y = 2.

Funkcja f nie jest ciggta w punkcie zy = 0.

O o O

Funkcja f jest ciagta w punkcie zy = 0.

(] Funkcja f jest ciagta w punkcie zg = 2.

Cwiczenie 6
[aw—l—b dlaz € (—o0, 0)
Dana jest funkcja f opisana wzorem f(z) = %:ﬂ — 4z + 7 dlaz € (0, 10)
a dla z € (10, o)

Uzupetnij puste miejsce, przeciggajgc odpowiednie wyrazenie tak, aby otrzymac zdania
prawdziwe.

1) Dla dowolnego a € Rib = 7 funkcja f W punkcie xy = 0.
2) Dla dowolnego a € R~ funkcja f ------------------- w punkcie z¢ = 10.
3) Dla a = 17 funkcja f ------ w punkcie o = 10.

____________________

jest ciggta ’ ‘ nie jest ciggta ’ ‘ nie jest ciggta ’ ‘ jest ciggta ’ ‘ nie jest ciggta ’ ‘ jest ciggta




Cwiczenie 7

az’ —2z — 3 dlaz € (—o0, —1)

Dana jest funkcja f opisana wzorem f(x) = {’ = dlaz € (—1, o)
x| — a L ) 6.9)

Woybierz zdanie prawdziwe.

() Dlaa = 1 funkcja f jest ciagta w punkcie zy = —1.
() Dladowolnegoa € R~ funkcja f jest ciagta w punkcie zy = —1.
() Dladowolnegoa € R™ funkcja f jest ciagta w punkcie zy = —1.

() Dlaa = 0 funkcja f jest ciagta w punkcie 2o = —1.

Cwiczenie 8

Dana jest funkcja f opisana wzorem:
ar + 3 dlaz € (—oo, —5)
f(x)=<2lz+1| -3 dlaz € (-5, 0)
az? + b3 dlaz € (0, o)
W wyznaczone miejsca wpisz odpowiednie liczby tak, aby otrzymac¢ zdania prawdziwe.

1)Dlaa = Efunkcja f jest ciagta w punkcie xy = —5.

3 2
o)(3)(1)[-1) £ || -2]




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigglo$¢ funkcji w punkcie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice funkcji w punkcie;

 oblicza wartos¢ funkcji w punkcie;

» postuguje sie pojeciem cigglosci funkcji w punkcie;

» okresla mozliwe punkty nieciggtosci na podstawie wzoru funkciji;

» podaje punkty, w ktérych funkcja nie jest ciggta;

» dobiera wartosci wspotczynnikow tak, aby funkcja byta cigglta w danym punkcie;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania;

» przedstawia pelny tok rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.

Strategie nauczania:



konstruktywizm,
konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

wyktad informacyjny,
burza mozgow,
pokaz multimedialny.

Formy pracy:

praca indywidualna,
praca w grupach,
praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu,
projektor multimedialny,
e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.
2.
3.

Uczniowie przypominaja pojecia dziedziny funkciji i granicy funkcji w punkcie.
Nauczyciel zadaje uczniom pytanie ,kiedy granica funkcji w punkcie istnieje”?
Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1.

7.

Nauczyciel prezentuje znajdujacy sie w sekcji ,,Przeczytaj” wykres funkciji, ktora nie jest
ciggta w okreslonych punktach.

. Uczniowie odpowiadajg na pytania nauczyciela: Jak zachowuje si¢ funkcja w punktach

o odcieteja, b, c, d?

. Nauczyciel wprowadza pojecie ciggtosci funkcji w punkcie, podaje definicje ciggtosci

funkcji w punkcie.

. Uczniowie interpretujg tres¢ definicji funkcji w punkcie oraz uktadajg schemat jej

stosowania.

. Uczniowie w parach badajg cigglo$c¢ funkcji zaproponowanych przez nauczyciela.
. Nauczyciel prezentuje film samouczek i omawia go z uczniami, nastepnie uczniowie

samodzielnie rozwigzuja zadania pod filmem.
Uczniowie rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.



8. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajgc im wskazowek i zwracajgc uwage na
starannos$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.

2. Uczniowie okres$laja, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Uczniowie odpowiadaja na pytanie: Jak zbadac¢ ciaglos¢ funkcji w punkcie? Robia
stosowna notatke w zeszycie.

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos¢ uczniow.

Praca domowa:
1. Zadaniem uczniow jest wykonanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

» Zwigzek pochodnejz ciggloscig funkcii
» Granica ciggu nieskonczonego

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w filmie samouczku uczniowie moga przeanalizowac jako prace witasng
przed lekcjg. Umozliwi im to wystapienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/b/zwiazek-pochodnej-z-ciagloscia-funkcji/PWM7R7KPf
https://epodreczniki.pl/b/granica-ciagu-nieskonczonego/P10yRXDCY

