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Zastosowanie wtasnosci ciaggu arytmetycznego

w zadaniach arytmetycznych

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Zwiazek miedzy ciggiem arytmetycznym a niektorymi rodzajami liczb od wiekow byt
przedmiotem badan najwybitniejszych matematykow.

Szczegolnie intrygowaly ich liczby pierwsze, dla ktorych probowano znalez¢ formule,
ustawiajgca je w ciag arytmetyczny. W 2019 r. znaleziono ciag arytmetycznych, ktorego
pierwszych 27 wyrazow sktada si¢ z liczb pierwszych.

W tym materiale pokazemy, jak wlasnosci ciggu arytmetycznego mozna wykorzystac
w zadaniach arytmetycznych, w tym w zadaniach o liczbach pierwszych.

A moze Tobie, po przeanalizowaniu tres$ci zawartych w tym materiale, uda si¢ sformutowac
wlasne obserwacje dotyczace zaleznosci miedzy ciggiem arytmetycznym, a liczbami
pierwszymi? Mozesz przy tym skorzystac¢ z ponizszej tablicy liczb pierwszych, mniejszych
od 152.
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Twoje cele

Powtorzysz i rozwiniesz umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow

arytmetycznych.

Zastosujesz w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym.

Zbudujesz model matematyczny problem zwigzanego z liczbami rzeczywistymi,

uwzgledniajgc konieczne zatozenia i zastrzezenia.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych wzoroéw dotyczacych ciggu arytmetycznego,
z ktorych bedziemy korzystac.

Bedziemy przy tym zaktadac¢, ze dany ciag, np. ciag (a,,), jest okreSlonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej réznica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogolny ciagu Zaleznos¢ miedzy tl:z?ma kolejnymi Suman po'czqt.kowych
wyrazami ciaggu wyrazow ciggu
ap,=a1+mn—-1)-r  a,= —a"’l_ga"“ S, = —‘“;“" ‘n

Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859),
niemiecki matematyk francuskiego
pochodzenia w 1837 roku udowodnit
twierdzenie, ktore dzisiaj nazywamy
twierdzeniem Dirichleta o liczbach
pierwszych w ciggu arytmetycznym.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
autor twierdzenia
Zrodto: dostepny w internecie: www.wikipedia.org, domena

publiczna.

Twierdzenie: Twierdzenie Dirichleta o liczbach pierwszych w ciggu arytmetycznym

Jezeli liczby naturalne a i r s3 wzglednie pierwsze, to cigg arytmetyczny

a, a+r,a+2r, a+3r, ...




zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Konsekwencjg tego twierdzenia jest wiele ciekawych wnioskow:

 Jezeli w ciggu Dirichleta pewien wyraz jest k-tg potega liczby naturalnej, to cigg ten
zawiera nieskonczenie wiele k-tych poteg liczb pierwszych.

e Dla dowolnejliczby naturalnej k > 1 ciag arytmetyczny 1,1 +r, 1+ 27,1+ 3r, ...
zawiera nieskonczenie wiele k-tych poteg liczb pierwszych.

« Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktorych zapis dziesigetny konczy sie na
11...1,33...3,77...7,99...9.

Przyktad 1

W tablicy zapisano przyktady ciggéw liczb pierwszych tworzacych ciag arytmetyczny

czterowyrazowy.
Roznica ciagu Cigg arytmetyczny
6 (11, 17, 23, 29)
6 (41, 47, 53, 59)
12 (7, 19, 31, 43)
18 (5, 23, 41, 59)
30 (13, 43, 73, 103)
Przyktad 2

Liczby zapisane w kwadracie, to liczby pierwsze. Tworzg one cigg arytmetyczny
czterowyrazowy odpowiednio w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie.
Liczby pierwsze tworzace cigg arytmetyczny

83 131 179 277
251 257 263 269
419 383 347 311
587 509 431 353

Teraz podamy przykilady zastosowania wzoru na sume kolejnych wyrazow ciagu
arytmetycznego.

Przyktad 3

Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych nieparzystych mniejszych od 100.



javascript:void(0);

Liczby nieparzyste 1, 3, 5, . . ., 99 tworza ciagg arytmetyczny o roznicy r = 2 i pierwszym
wyrazie a = 1.

Najpierw okreslimy ile liczb nalezy doda¢. Skorzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
arytmetycznego. Stad:

9=1+(n—-1)-2
98 = 2n — 2
n = 50

Wyznaczamy teraz szukang sume.

_ 1499
S = 5250
S = 2500
Odpowiedz:

Suma wszystkich liczb naturalnych nieparzystych mniejszych od 100 jest réwna 2500.
Przyktad 4

Obliczymy sume stu poczatkowych liczb naturalnych, ktore w dzieleniu przez 7 dajg
reszte 1.

Liczba naturalna, ktora w dzieleniu przez 7 daje reszte 1, jest postaci 7t + 1, gdzie ¢ jest
liczba naturalng. Liczby te tworza cigg arytmetyczny, ktorego pierwszy wyraz a = 1,
aroznica jest rowna 7. Obliczymy setny wyraz tego ciagu.

aioo =1+ (100—-1) -7

a0 = 1+ 693 = 694

Wyznaczamy sume 100 wyrazow ciggu.
S =3 .100

S = 34750

OdpowiedZ:

Suma stu poczatkowych liczb naturalnych, ktore w dzieleniu przez 7 dajg reszte 1 jest
rowna 34750.

Wiasnosci ciggu arytmetycznego mozna wykorzysta¢ do powtorzenia wiadomosci
o logarytmach.


javascript:void(0);

Przyktad 5

Obliczymy, dla jakich wartos$ci « liczby log 2, log(2® — 1), log(2” + 3) w podanej
kolejnosci, tworza cigg arytmetyczny.

Z definicji logarytmu wynika, ze

2" —-1>0=2z>0i

224+3>0=zcR

Z tego wynika, ze podane liczby utworza cigg arytmetyczny, gdy = > 0.
Z wlasno$ci wyrazow ciggu arytmetycznego wynika, ze

log(2” + 3) —log(2® — 1) =log(2* — 1) — log 2

Roznica logarytmow jest rowna logarytmowi ilorazu, zatem

= log —2w2_ L

2743
log %7

Z roznowartosciowosci funkcji logarytmicznej wynika, ze

t2—2t+1=2t+6

t2—4t—-5=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe.
A=16+20=36= VA =6

t, = % = —1 - nie speinia warunkow zadania, bot; < 0

ty=410 =5

Stad
2 =5
x = logy 5

Otrzymana liczba jest dodatnia, zatem speinia warunki zadania.



Odpowiedz:
Podane liczby tworza ciag arytmetyczny, gdy ¢ = log, 5.
Przyktad 6

Logarytmy dziesietne trzech liczb z, y, z tworzg, w tejkolejnosci, ciag arytmetyczny.
Suma odwrotnosci tych liczb jest rowna 39, a suma kwadratow odwrotnosci tych liczb
jest rowna 819. Znajdz te liczby.

Liczby: log x, log y, log z tworza cigg arytmetyczny - z definicji logarytmu wynika, Ze
x>0,y>02>0.

Z wilasnosci trzech kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego wynika, ze

_ logz+logz
logy = Xz rloez

2logy =logz + logz

Teraz korzystamy z wlasnos$ci logarytmu potegi i logarytmu iloczynu.

log y? = log(z2)

Z roznowartosciowosci funkcji logarytmicznej wynika, ze

Yy = x2

Zapisujemy rownanie wynikajace z tego, ze suma odwrotnosci liczb z, y, 2z jest rowna 39.
Tty T3 =39

Teraz zapisujemy rownanie wynikajace z tego, ze suma kwadratow odwrotnosci liczb z, y
, 2 jest rowna 819.

7+t =819

Oznaczamy:
_ 1
a = =
1
b= 7
=1
c= .

Otrzymujemy w ten sposob uktad rownan:

b2 = ac
at+b+c=39
a? + b2+ c2 =819


javascript:void(0);

Aby rozwiaza¢ ten uklad, podnosimy do kwadratu drugie z réwnan (liczby a, b, ¢ s3
dodatnie).

(a+b+c)’ =1521
a? + b2 + 2 + 2ab + 2bc + 2ac = 1521

Do otrzymanego rownania podstawiamy za a® + b* + ¢? liczbe 819, a za wyrazenie ac
liczbe b2,

819 + 2ab + 2bc + 2b* = 1521

Z otrzymanego roOwnania wyznaczamy b.
2b(a +b+c) = 702

2b-39 = 702

b=9

Podstawiamy za b wyznaczong liczbe do pierwszych dwoch réwnan uktadu.
81 =ac
a+9+c=239
a=30—-c
(30 — ¢)c = 81
a=30—-c
c2—30c+81=0
Z drugiego z rownan ukladu wyznaczamy c.

A =576

c=3lube =27

Jeélic:3toa:27ix:21—7,y:%,z:%.

1 _ 1
g,Z——.

Jeélic:27toa:3i:13:%,y 27

Znalezione liczby z, y, z s3 dodatnie, spetniajg wiec warunki zadania.

Odpowiedz:

1 1
9 27"

Szukane liczby to %,

Stownik



ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanejroznica ciaggu



Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z animacja. Postaraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé zapisane tam zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8IOYFS5c¢

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania wlasnosci ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

Znajdz liczbe a spetniajagcg warunek 2 + 6 + 10 + 14 + ... + a = 242.


https://zpe.gov.pl/a/D8IOYFS5c

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest rowna:

5450

4950

o O O

4805

() 4905

Cwiczenie 2 ¢

Sumall + 13+ 15+ ... jest réwna 2475. lle liczb dodano? Zaznacz poprawng odpowiedz.

45

99

o O O

90

O 50

Cwiczenie 3 @



Cwiczenie 4

Dane s3 liczby dwucyfrowe, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2. Zaznacz wszystkie
zdania prawdziwe.

(] Liczby te tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 3.
(] Suma tych liczb dwucyfrowych jest wieksza od 1700.

0 Liczby, ktére w dzieleniu przez trzy daja reszte dwa (nie tylko dwucyfrowe) maja
postac¢ 3t + 2, gdziet € N.

(] Najwieksza z tych liczb dwucyfrowych to 95.

(] Jest 30 takich liczb dwucyfrowych.



Cwiczenie 5

Liczby naturalne log,*(11 — 5z) + 1, 1 + 1log, (11 — 52)°, log, 64 sa dtugosciami bokow
trojkata prostokatnego i jednoczesnie liczby te tworza cigg arytmetyczny.

Uzupetnij obliczenia prowadzace do wyznaczenia obwodu tego trojkata. Przeciggnij
odpowiednie liczby w puste miejsca.

____________________

____________________

Wyznaczamy x.

logs(11 — 5z) = 1 lublog,(11 — 5z) = 2

2] (=1 (3] [22) (2] 5] (3] [=2)[1]




Cwiczenie 6

Liczby 72, — 2, —(z — 2)3 tworza w tej kolejnosci cigg arytmetyczny. Wykaz, ze kazda
z tych liczb jest podzielna przez 2.
Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie tego zadania.

Kolejne wyrazy ciggu to: 72, 4, —64. s
Rozktadamy lewga strone réwnania na czynniki. =
Wyznaczamy x. =
Korzystamy z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. =
Kazda z tych liczb jest wielokrotnoscia liczby 2, zatem jest podzielna przez 2. =
(z—6)(2*+14) =0 s
2z —2)=72—(z—2)° :
Otrzymujemy réwnanie stopnia trzeciego. =
=26 a
z® — 62° + 14z — 84 =0 =
Cwiczenie 7 @
Liczby postaci 7 4+ 150ndlan =0, 1, 2, ..., ttworza cigg arytmetyczny sktadajacy sie
z liczb pierwszych. Znajdz sume tego ciggu.
Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile kolejnych liczb naturalnych nieparzystych, poczynajac od liczby 1 trzeba doda¢, by
otrzymac 289.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wlasno$ci ciaggu geometrycznego w zadaniach arytmetycznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow arytmetycznych

 stosuje w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym

e buduje model matematyczny problemu zwigzanego z liczbami rzeczywistymi,
uwzgledniajgc konieczne zalozenia i zastrzezenia

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e ocena punktowa wazona
» obieg kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metodg oceny punktowej wazonej przypominajg wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczace ciggu arytmetycznego, jakie do tej pory uzyskali.
Jeden z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny model
zaleznosci miedzy pozyskanymi informacjami.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Zapoznajg si¢ z animacja. Najpierw probujg samodzielnie
rozwigza¢ podany tam przyklad, a nastepnie poréwnujg z przedstawionym
rozwigzaniem. W podobny sposob pracujg, analizujgc przykiady przedstawione w sekcji
LPrzeczytaj

2. Teraz pary uczniow 13cza si¢ w grupy 4-osobowe i pracujg metoda obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa, rozpoczynajaca rozwigzywanie
danego zadania, zapisuje poczatek rozwiazania i podaje nastepnej grupie kartke
z zapisem. Ta z kolei dopisuje nastepna czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa,
ktora konczy rozwigzanie zadania, sprawdza interaktywnie poprawnos¢ uzyskanego
wyniku. Jesli wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje
swoje rozwigzanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz
nie jest poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, sledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku
lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwiazywania zadan.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest samodzielne utozenie i rozwigzanie dwoch zadan podobnych do
tych, ktore byly rozwigzywane na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na zajeciach pokazujacych zastosowanie wzoru na sume n
- kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego.


file:///a/DyliBdW4j

