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Monotonicznosc¢ ciggu liczbowego

Monotonicznos$¢ kojarzy si¢ z monotonig, ze smutkiem, jednostajnoscig. Tak ja postrzegaja
poeci i artysci.

(( Monotonia

Za jednym dniem drugi dzien - kolejg jednostajng —
nadchodzi i przemija, tej samej tresci, barwy.

I zdarza sie, i znOw sie zdarzg te same sprawy,
chwile te same znajdujg nas i porzucaja.

Tydzien przemija, a za nim - nowy tydzien.

To, co si¢ stanie, przewidziec¢ tatwo: cienie,

Swiatla te same, zawsze to samo brzemie.

Jutro, ktore juz wcale nie jest jutrem, znowu przyjdzie.

Konstandinos Kawafis


https://pixnio.com/flora-plants/seeds/grain-coffee-wooden-table-seed
https://pixnio.com/

Konstandinos Kawafis okoto 1900 r.

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Cytat z Konstandinos Kawafis , Wiersze zebrane’, ResPublica,
Warszawa, 1992

Dla matematyka monotoniczno$¢ to nie przygnebienie i apatia, ale ciekawa wilasnos¢,
zwigzana z funkcjami, a wiec i z ciggami liczbowymi. W tym materiale poznasz definicje
ciggow monotonicznych i dowiesz sig, jak takie ciagi rozpoznac.

Twoje cele

e Rozpoznasz cigg monotoniczny.

o Okreslisz monotonicznoS¢ ciggu opisanego réoznymi sposobami.
» Uzasadnisz, ze dany cigg nie jest monotoniczny.

o Wykorzystasz wtasnosci ciggdéw monotonicznych.




Przeczytaj

Przyktad 1

Wypiszemy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) okreslonego wzorem ogélnym
a, =n®—10dlan € N,.

CL1:1—10:—9
ay=8—10=—2
a3 =27 —10 = 17
ay = 64 — 10 = 54
as =125 — 10 = 115
ag = 216 — 10 = 206

Zauwazmy, ze kazdy wyraz tego ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest wiekszy od
wyrazu poprzedniego, czyli cigg (a,,) jest ciggiem rosngcym.

Definicja: Ciagg rosnacy

Ciag (a,) nazywamy rosnacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest wickszy od wyrazu poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N, speiniona jest nierownosc¢ a, 11 > a,.
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Przyktad 2

Uzasadnimy, ze ciag (a, ) okreslony wzorem ogdlnym a,, = 4n — 1 dlan € N jest
ciggiem rosngcym.

W tym celu okreslimy wyraz a,, ;1.
api1 =4(n+1)—1=4n+3
Zatem

ani1 =4n+3=(4n—-1)+4
apy1 = an +4

Apt1 > Ay

cnd

Przyktad 3

W tabelce zapisanych jest kilka poczatkowych wyrazow ciggu (a,,).
Poczatkowe wyrazy ciggu (a,,)

n 1 2 3 4 5
a, 18 15 12 9 6

Zauwazmy, ze kazdy wyraz tego ciaggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest mniejszy od
wyrazu poprzedniego, czyli cigg (a,) jest ciggiem malejgcym.

Definicja: Cigg malejacy

Ciag (a,) nazywamy malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N spetniona jest nierownosc a1 < a,.
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Przyktad 4
Uzasadnimy, ze ciag (a, ) okre$lony wzorem ogolnym a,, = —2n + 1 dlan € N jest

ciggiem malejacym.

W tym celu okreslimy wyraz a,, ;1.
ani1=—-2(n+1)+1=-2n-1
Zatem
Api1=—-2n—1=(-2n+1) -2
Apy1 = Ap — 2

Apt1 < Qp

cnd

Przyktad 5

Ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest malejgcy. Zbadamy monotoniczno$c¢ ciggu (b,,)

v/ 2+a?

okreslonego wzorem b, = ~—;

Okreslamy zalezno$¢ miedzy wyrazami by, ;1 i b,.

vV 2+aj., V2+a2 b
2 < 2 n

bn+1 —
Poniewaz

byi1 < by, wiec wynika z tego, ze ciag (b,) jest malejacy.
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Przyktad 6

Na wykresie zaznaczono kilka poczatkowych wyrazow ciggu (a,,).

=Y

Zauwazmy, ze kazdy wyraz tego ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi
poprzedniemu, czyli ciag (a,) jest ciggiem statym.

Definicja: Ciag staty

Ciag (a, ) nazywamy statym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu.

Czyli dla kazdejliczby n € N spetniona jest nierownosc a1 = a,.
Nie kazdy cigg jest rosngcy, malejacy lub staty.

Przyktad 7

Liczby:

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5, ... sg kolejnymi poczgtkowymi wyrazami ciggu (a,)
okreSlonegodlan € N,

Kazdy wyraz ciggu (oprocz pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu lub wiekszy
od tego wyrazu. O takim ciggu méwimy, ze jest niemalejgcy.

Definicja: Ciag niemalejacy
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Ciag (a,) nazywamy niemalejacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu
(oproécz wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu lub wiekszy od wyrazu
poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N, speiniona jest nierownosc a,+1 > a,.
W podobny sposob mozemy okresli¢ cigg nierosngcy.
Definicja: Ciag nierosnacy

Ciagg (a,) nazywamy nierosngcym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciagu
(oprécz wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu lub mniejszy od wyrazu
poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N, spelniona jest nierownosc a,+1 < a,.

O ciggach rosnacych, malejacych, statych, nierosngcych, niemalejacych mowimy, ze s3 to
ciggi monotoniczne.

Nie wszystkie ciggi s3 monotoniczne. Zeby to udowodni¢, wystarczy pokaza¢, ze w danym
ciagu (a,) istniejg dwa wyrazy takie, ze ay,1 < ay i dwa wyrazy takie, ze a; 1 > a4, gdzie
k,te N,.
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Przyktad 8
Uzasadnimy, ze ciag (a, ) okreslony wzorem a,, = (—2)" nie jest monotoniczny.
1. Niech n bedzie liczba parzystg. Wtedy n + 1 jest liczbg nieparzysta.

wowczas a, = (—2)" = 2" > 0oraz a,,1 = (—2)"" = —27t1 <




Zatem a1 < Qy.
2. Niech n bedzie liczba nieparzystg. Wtedy n + 1 jest liczbg parzysta.

Wowezas a, = (—2)" = —2" < 0oraz a, 1 = (—2)"' =27+ > 0

Zatem a1 > ay.

Stownik
cigg rosnacy

ciag (a,) nazywamy rosnacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest wiekszy od wyrazu poprzedniego; czyli dla kazdejliczby n € N
spelniona jest nierownos¢ a,+1 > a,

ciag malejacy

cigg (a,) nazywamy malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciagu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego; czyli dla kazdejliczby n € N,
spelniona jest nierownos¢ a, 1 < ay,

cigg staty

cigg (a,) nazywamy stalym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu; czyli dla kazdejliczbyn € N

spelniona jest nierownos¢ a, 11 = a,



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z apletem pokazujacym wykresy ciggéw. Okresl w kazdym przypadku
monotonicznos$c¢ ciggdw. Poréwnaj z zapisami w aplecie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DIE1IBzm2

Polecenie 2

Sporzadz wykres kazdego z ciggdw i okresl, czy jest to ciag staty, malejacy czy rosnacy.

a, = —n(n —1) + n?

b,=-2n-+6
cp=n—"17
d, =n>+2

en=Mm—=-2)(n+1)—(n+1)(n+2)+4n


https://zpe.gov.pl/a/D1E1lBzm2

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (a,,) okre$lony wzorem ogélnym a,, = (—1)27“1 - jest:

() niemonotoniczny

() staty
() rosnacy

() malejacy

Cwiczenie 2 ®

Kazdy z ciagéw okreslony jest za pomoca opisu stownego. Zaznacz cigg, ktory jest rosnacy.

() Kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowujemy pierwiastek z tej liczby.

Kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowujemy reszte z dzielenia tej liczby
O przez 5.

() Kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowujemy sume jej cyfr.

O Kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowujemy liczbe jej dzielnikow
naturalnych.




Cwiczenie 3

Uzupetnij wyrazy ciggu, wiedzac, ze jest to cigg niemalejacy i jego wyrazami sg liczby
naturalne.
Wpisz odpowiednie liczby.

2, \ ] 2,2,3,8, 11, (11,12, 15, 30, 30, :
| 30,45, ...

Cwiczenie 4

Ciagi okreslone sg podanymi wzorami. Przeciggnij wzor kazdego ciggu do odpowiedniego
pola.

Ciagi rosnace

dy=—(1-n)(n+1)|

kn=4+(n+1)(n—-1)— (n?+

o tn = (1—n)(1+n) |
Ciagi malejace

by = (n+1)? — (n—1)* —dn |

anz(n—l—l)(n—l)’

cn = —(n—1)° ’

Ciagi state




Cwiczenie 5

Ciag (ay,) jest ciagiem rosnacym o wyrazach dodatnich. Zaznacz, ktére stwierdzenie jest

prawdziwe, a ktore fatszywe.

Ciag b, = —|a,| + 10 nie
jest monotoniczny.
Ciagc, = afl — 6 jest
malejacy.

Ciagd,, = (—1)4” - a,, jest
rosnacy.

Ciag e, = -1 jest

an
monotoniczny.

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Znajdz wszystkie takie liczby ¢, dla ktérych ciag a,,

Cwiczenie 8

Wykaz, ze ciag (a,,) okreslony wzorem ogélnym a,, = |n — 4| 4 1 nie jest monotoniczny.

Prawda

O

O

O

Fatsz

O

O

O

—(t — 1)(t + 3)n — 1 jest rosnacy.

@

@



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Monotoniczno$¢ ciggu liczbowego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje cigg monotoniczny

 okresla monotoniczno$¢ ciggu opisanego roznymi sposobami

 uzasadnia, ze dany ciag nie jest monotoniczny

« wykorzystuje wlasnosci ciggdw monotonicznych

e prowadzi rozumowania, pozwalajgce na wykazanie prostych wiasnosci ciggow
monotonicznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 karta kotowa
e rybki w akwarium

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w matych grupach metodg karty kotowej powtarzajag wiadomosci na temat
ciggow (w pierwszym polu wpisujg wiadomosci o ciggach, ktore nie s3 liczbowe,
w drugim o ciggach liczbowych, w trzecim polu poznane wzory, w ostatnim - sposoby
opisywania ciggow).

2.Jedna z grup prezentuje swojq plansze, reszta grup uzupetnia swoje plansze o te
wiadomosci, ktorych jeszcze nie mieli zapisanych.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja metodg rybki w akwarium - grupa uczniow (3 - 4) przygotowata
w domu wiadomosci na temat ciggéw monotonicznych i teraz wspolnie dyskutujg na
ten temat, dzielgc si¢ wiadomosciami. Pozostali uczniowie przystuchuja si¢ dyskusiji
kolegow, notujac pozyskane informacje i ewentualne pytania.

2. ,Rybki” musza prowadzi¢ dyskusje tak, aby stuchacze nie znudzili si¢ i dobrze
zrozumieli przekazywane tresci. Zatem ,rybki” mogg wykorzystywac przygotowane
wczesniej prezentacje, plansze, mogg postuzyc¢ sie apletem.

3. Po skonczonej dyskusji, uczniowie mogg zadawac pytania dyskutantom, wyjasnia¢
niezrozumiate kwestie.

4. Podsumowaniem tej czesci zajec jest rozwiazywanie w parach ¢wiczen interaktywnych
1-4.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zaje¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.
2. ,Rybki” dzielg si¢ wrazeniami z przeprowadzonej dyskusiji.



3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace ,rybek” i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze by¢ wykorzystany na zajeciach dotyczacych wilasnosci ciggéw monotonicznych.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

