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IIustraCJa przedstawia metalowy most w ksztatcie sinusoidy.
l Zrédto: Moritz Kindler, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Minimalizacja i maksymalizacja odgrywajg istotng role w wielu gateziach nauki i zycia
codziennego. Problem minimalizacji mozemy spotkac juz na poziomie atomowym, np.
znajdujac optymalna geometrie czgsteczki minimalizujemy jej energie potencjalna
rozumiang jako funkcje potozenia atomoéw. Istnieje wiele zaawansowanych algorytmow
minimalizacji (maksymalizacji). Standardowe metody prowadzg nas do wyznaczenia
ekstremum lokalnego funkcji opisujacej dane zjawisko.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ co to jest ekstremum funkcji.
o Nauczysz si¢ klasyfikowac¢ ekstrema funkciji.



Przeczytaj

Definicja: Minimum lokalne

Mowimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie zy minimum lokalne rowne f(zg), gdy mozna
wskazac takie otoczenie punktu z, ze dla kazdego argumentu z tego otoczenia

f(zo) < f(2)
Definicja: Maksimum lokalne

Mowimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie zy maksimum lokalne réwne f(z), gdy mozna
wskazac takie otoczenie punktu g, ze dla kazdego argumentu z tego otoczenia

f(zo) > f(=)
Definicja: Maksimum (minimum) wiasciwe (niewtasciwe)

Jedli istnieje takie otoczenie, w ktorym dla  # x( spelniona jest ostra nier6wnos¢
f(zo) < f(z) lub f(z) < f(zo) to méwimy, Ze funkcja ma w punkcie zy maksimum
(minimum) wlasciwe, w przeciwnym wypadku moéwimy o maksimum (minimum)

niewlasciwym.

Maksimum i minimum okreslamy terminem ekstremum. Ekstremum po lacinie oznacza
skrajne.

Whniosek:

Funkcja posiada ekstremum lokalne w punkcie, w ktorym nastepuje zmiana jej
monotonicznosci.

Przyktad 1

Narysujemy przyktad wykresu takiej funkcji f(x), ktora w punktach (—2) i 2 osigga
minimum lokalne, a w punkcie 1 ma maksimum lokalne, przy czym f(2) > f(—2).

Rozwigzanie:

Przykladowe rozwigzanie przedstawia ponizszy wykres.
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Przyktad 2

Narysujemy przyktad wykresu takiej funkciji f(x), ktora w przedziatach (—3, — 1) oraz
(1, 3) ma minima lokalne, w przedziale (—2, 0) ma maksimum lokalne, przy czym (—2),
0, 2 s3 miejscami zerowymi tej funkcij.

Rozwigzanie:

Przykltadowe rozwigzanie przedstawia ponizszy wykres.

Przyktad 3

Narysujemy przyktad wykresu takiej funkcji f(x), ktéra posiada dwa (réznego typu)
ekstrema lokalne oraz trzy miejsca zerowe, przy czym przecina o§ Y w punkcie o rzednej
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(=1).
Rozwigzanie:

Przykladowe rozwiazanie przedstawia ponizszy wykres.
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Przyktad 4
O funkcji f(x) wiadomo, ze w kazdym z przedziatow (—oo, — 5)i (9, oo) jest rosnaca,

aw przedziatach (=5, — 3), (=3, 5), (5, 9) jest malejaca. Naszkicujemy przyktad
wykresu tej funkcji i wskazemy odciete punktow w ktorych ma ekstrema.

Rozwigzanie:

Przyktadowe rozwigzanie przedstawia ponizszy wykres.
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Uzasadnienie:
Funkcja jest rosnaca w przedziatach (—oo, — 5)1i (9, 0o) oraz malejgca w przedziatach

(=5, —3),(-3, 5), (5, 9). W punktach o odcietych (—5) i 9 nastepuje zmiana
monotoniczno$ci, zatem w tych punktach funkcja posiada ekstrema. Z wykresu funkcji
wnioskujemy, ze sg to odpowiednio maksimum lokalne i minimum lokalne.

Przyktad 5

Korzystajac z definicji uzasadnimy, ze podane funkcje majg ekstrema lokalne we
wskazanych punktach:

a) f(x) = 2z — 152% + 36z — 14, w punkcie z = 2,
b) f(xz) = |x| + =, w punkcie z = 0.
Rozwiazanie:

Ad a)
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Zauwazmy, ze dla kazdego x € (—oo, 3) zachodzi f(x) < f(2) = 14, co oznacza, ze
funkcja ma w punkcie £ = 2 maksimum lokalne wlasciwe rowne 14.

Ad b)

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy f(z) = 2z oraz dla kazdego x < 0 mamy
f(z) = 0. Otrzymujemy zatem f(z) > f(0) = 0, co oznacza, ze funkcja w punkcie z = 0
ma minimum lokalne réwne 0.



Stownik
miejsce zerowe funkcji

taki argument x nalezacy do dziedziny funkciji dla ktorego f(z) = 0

funkcja rosnaca

funkcja f jest rosnaca, jezeli dla dwoch dowolnych argumentéw z; oraz z, nalezacych do
dziedziny funkciji, takich, ze £; < z2, zachodzi warunek

f(z1) < f(z2)

funkcja malejaca

funkcja f jest malejaca, jezeli dla dwoch dowolnych argumentoéw x; oraz z» nalezacych
do dziedziny funkciji, takich, ze 1 < x5, zachodzi warunek

f(z1) > f(z2)




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone

pod nia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /DIIMLy0BZ

Polecenie 2

Polecenie 3

Korzystajac z definicji pokazemy, ze funkcja f(x) = |x — 2| ma ekstremum lokalne

w punkcie zy = 2.


https://zpe.gov.pl/a/D11MLy0BZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Na ponizszym wykresie przedstawiono fragment pewnej funkcji.
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Cwiczenie 2
Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe w zaleznosci od tego czy

przedstawiona na ilustracji funkcja posiada dane ekstremum.
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Cwiczenie 3 >

Na ponizszym wykresie przedstawiono fragment pewnej funkcji.

Cwiczenie 4 O
Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwe wyrazy.

niewtasciwym, skrajne, 30230, ekstremum ostre, f(xo) > f(x), whasciwe,
f(zo) = f(x), ekstremum stabe, marginalne, f(x() < f(z), minimum lokalne, ostra,

nieostra, ekstremum

Funkcja f(x) maw punkcie z( nalezacym do dziedziny funkcji, maksimum lokalne

rowne f(z¢), gdy mozna wskazac takie otoczenie punktu x, ze dla kazdego argumentu
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Cwiczenie 5 ®
Narysuj wykres takiej funkcji ciggtej, ktéra ma doktadnie trzy ekstrema lokalne:
w punktachz; € (—1, 0)izs € (0, 1) - maksimum lokalne, w punkcie 3 = 0 -

minimum lokalne, przy czym f(z1) = f(z2).

Cwiczenie 6 O
Narysuj wykres takiej funkcji ciagtej, ktéra ma doktadnie 2 minima lokalne w punktach
z1 € (=1, 0)izs € (0, 1), za$ w punkcie 3 = 0 ma jedyne maksimum lokalne, przy

czym f(z1) = f(x2).

Cwiczenie 7 O
Narysuj wykres takiej funkcji ciggtej, ktéra ma doktadnie 2 ekstrema lokalne w punktach
z1 € (—1, 0)izs € (0, 1), za$ jej jedynym miejscem zerowym jest 23 = 0, przy czym

f(z1) = — f(z2).

Cwiczenie 8 O
Korzystajac z definicji pokaz, ze funkcja f(z) = |x + 1| + 2 ma ekstremum lokalne
w punkcie ¢y = —1.

Cwiczenie 9 @

Korzystajac z definicji pokaz, ze funkcja f(x) = x++1 ma ekstremum lokalne w punkcie

QL'OIO.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ekstremum funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcii (o ile
istnieja) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych warto$ci najwigksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

10) wyznacza najwi¢ksza i najmniejszg wartos¢ funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje pojecie maksimum lokalnego (wtasciwego/niewlasciwego) funkci;
 definiuje pojecie minimum lokalnego (wlasciwego/niewtasciwego) funkci;
« szkicuje przyktady funkcji posiadajacych ekstrema lokalne.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 dyskusja panelowa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami z poprzednich lekcji dotyczacymi
monotonicznos$ci funkciji i jej miejsc zerowych.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji o temacie: “Ekstremum funkc;ji”.
2. Uczniowie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3 - 4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq sie
z informacjami z sekcji ,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione przyklady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji “Prezentacja
multimedialna” Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity sie po
zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie polecenia nr 2 - 3 z sekcji “Prezentacja multimedialna”
Nastepnie nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajac ewentualne watpliwosci.



4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1 - 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3 - 5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6 — 7 z dzialu ,,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
« Nauczyciel podsumowuje zajecia ktadac nacisk na mocng i staba strone pracy uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Ekstrema funkcii

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna wykorzysta¢ do powtorzenia materialu o wyznaczaniu
przedzialow monotonicznosci funkcii.
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