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Podzielnos¢ wielomianow

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wielomiany jednej zmiennej sg zapisywane za pomocg odpowiednich wyrazen
algebraicznych. W matematyce wyzszej tworzg strukture zwang pierScieniem - majg wiele
wiasnosci analogicznych do odpowiednich wlasnosci liczb catkowitych (ktore rowniez
tworza strukture pierscienia) . Te pojecia wykraczajg poza program nauczania matematyki
w szkole. Analizujac kolejne lekcje warto jednak o tym pamietac i szukac¢ analogii miedzy
liczbami catkowitymi i wielomianami.

W zbiorze liczb catkowitych mamy zdefiniowana relacje podzielnosci. Mowimy, ze liczba
catkowita a jest podzielna przez liczbe catkowitg b # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
liczba catkowita c taka, ze @ = b - c. Dzialanie mnozenia jest okreslone takze dla
wielomianow, wiec analogicznie mozna sprobowac okresli¢ relacje podzielnosci
wielomianow.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ z pojeciem podzielnosci wielomianow.
o Obliczysz iloraz wielomianow w niektorych przypadkach.

o Odkryjesz zalezno$ci miedzy stopniami wielomianow i stopniem ich ilorazu.



Przeczytaj

Definicja: Podzielnos$¢ wielomianow
Wielomian W (z) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(z) wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje wielomian Q(x) taki, ze W (z) = P(x) - Q(x).

Mozemy wtedy powiedzie¢, ze wielomian Q(x) jest ilorazem wielomianu W (x)

przez wielomian P(z), natomiast o wielomianie P(z), ze jest dzielnikiem

wielomianu W (z).

W niektorych przypadkach do znalezienia dzielnikow wielomianu mozna wykorzystac

wzory skroconego mnozenia.

Przyktad 1

o Wielomian W(z) = 2% — 1 jest podzielny przez wielomian P(z) = 2% — 1.

Ilorazem tych wielomianéw jest wielomian Q(z) = z* + 22 + 1.

o Wielomian W(z) = z* + 222 + 1 jest podzielny przez wielomian
P(z) =z* + 1.
Ilorazem jest wielomian Q(z) = z2 + 1.

Zauwazmy, ze jezeli W (x) jest wielomianem zerowym, to jest wielomianem
podzielnym przez dowolny niezerowy wielomian P(x). Ilorazem jest wtedy wielomian

ZErowyY.

Witasnos$¢: stopien wielomianu

Jezeli niezerowy wielomian W (x) stopnia n jest podzielny przez niezerowy

wielomian P(z) stopnia k, to k < n, a iloraz W (z) przez P(x) jest wielomianem

stopnian — k.

Przyktad 2



javascript:void(0);

Dany jest wielomian drugiego stopnia W(z) = 3z% + z — 4, czyli tréjmian

kwadratowy.

e Zapiszmy wielomian w postaci iloczynowej: W(z) = (3z + 4)(z — 1).
e Wyznaczmy wielomiany, przez ktore wielomian W (z) jest podzielny.

Przyktad 3

Dany jest wielomian W (z) = z* + z* + 522 + 2z + 6. Wiadomo, ze jest on
podzielny przez wielomian P(z) = x* + z + 3. Jak wyznaczy¢ iloraz tych

wielomianow?

Przyktad 4

Wiadomo, ze wielomian W(z) = 3z3 + pz? + gz + 42 jest podzielny przez

wielomian P(z) = 22 — 4z — 21. Jakg warto$¢ majg parametry pi q?

Szukamy ilorazu wielomianu stopnia trzeciego przez wielomian stopnia drugiego
- illorazem bedzie wiec wielomian stopnia pierwszego - zapiszmy go jako
Q(x) = ax +b.

W(z) = P(x) - Q(z), czyli

3z + pr® + gz + 42 = (22 — 4z — 21)(az + b) =
= az’® + (b — 4a)z? + (—21a — 4)z — 21b.

(a =3
: . s o —21b = 42
Korzystajac z rownosci wielomianéw mamy <
p=>b-—4a
(g = —21a — 4b

Po obliczeniacha = 3ib = —2,czylip= -2 - 12 = —14,aq = —63 + 8 = —55.

Przyktad 5
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Wiadomo, ze wielomian W (z) = 24x% — 102> — 47z + 12 jest podzielny przez
wielomian P(z) = 2x — 3. Wyznaczmy iloraz tych wielomiandéw wylgczajac P(x)

przed nawias:

e Zapiszmy wielomian W (z) w postaci sumy sktadnikow bedgcych
wielokroto$ciami wielomianu P(z).
W(z) = 24z3 — 36z2 + 2622 — 39z — 8z + 12.

e Wylaczmy teraz odpowiednie czynniki przed nawias.
W(z) = 1222(2z — 3) + 13z(2z — 3) — 4(2z — 3).

e Teraz wylgczajac 2z — 3 mozemy wyznaczy¢ szukany iloraz.
W(z) = (2z — 3)(12z* + 13z — 4).

llorazem wielomianéw W (z) przez P(x) jest wielomian 1222 + 13z — 4.

Stownik

podzielnos¢ wielomianéw

wielomian W (z) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(z) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje wielomian Q(x) taki, ze W(z) = P(z) - Q(x)

stopien wielomianu jednej zmiennej

W(z) = anz™ + an—12" 1 + ... + a1z + ao
gdzie ap,a1,...an € R,an #0

liczba n odpowiadajgca najwyzszemu wyktadnikowi potegi o podstawie ,

e jezeliW(x) = apiag # 0, to wielomian jest stopnia 0

e jezeli W(z) = 0, to jest wielomianem zerowym i nie ma okre$lonego stopnia

stopien wielomianu W (x) mozemy oznacza¢ symbolem st(W (z)) lub deg(W (x))



Gra edukacyjna

Polecenie 1
WezZ udziat w grze, a nastepnie rozwiaz polecenie 2.

Polecenie 2
Wielomian W (z) = az?* + bz3 4 cx? + dzx + e jest podzielny przez wielomian
P(z) = (2 + 1) (22* — 3). Ponadto wiadomo,ze W (1) = 2. Wyznacz wartosci

parametrow a, b, ¢, d, e.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4
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Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Podzielno$¢ wielomianow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych,

3) wylacza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j,

4) rozklada wielomiany na czynniki metodq wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 22 — v/322 + 4z — 2+/3.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje pojecie podzielnosci wielomianow,
« oblicza iloraz wielomianow w niektorych przypadkach,
« analizuje zaleznoSci miedzy stopniami wielomianow i stopniem ich ilorazu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o liga zadaniowa;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: ,Podzielnosc
wielomianow” i jej cele. Moze postuzyc¢ sie wySwietlong na tablicy zawartoscia sekcji
~Wprowadzenie”

2. Uczniowie wspolnie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klase¢ na 4 grupy. Kazda z grup na podstawie przyktadow w sekcji
»Przeczytaj” tworzy algorytm znajdowania ilorazu wielomianow. Po wykonaniu zadania
liderzy kazdej grupy ustalaja jeden wspolny algorytm

2. Uczniowie w parach grajg w gre edukacyjna. W przypadku obstawienia btednej
odpowiedzi uczen notuje pytanie i swojg bledna odpowiedz. Po ukonczeniu gry
nauczyciel omawia zadania z gry, od najtrudniejszych do najtatwiejszych, zwracajac
uwage na najczesciej wskazywana btedng odpowiedz w kazdym z zadan.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja indywidualnie na czas ¢wiczenia
3-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”, Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan,
omawiajgc je wraz z uczniami. Pierwszych trzech uczniow, ktorzy skonczg bezbtednie
rozwiazywac zadania otrzymuje oceny pozytywne.

Faza podsumowujaca:



1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci, zwraca
uwage na ewentualne problemy podczas ligi zadaniowe;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne nr 1i 2 przygotowujac uzasadnienia
poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:
Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ gre edukacyjng jako forme powtérzenia materiatu przed
kartkowka.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

