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Rozwiazywanie uktadow rownan liniowych z dwiema

niewiadomymi metoda przeciwnych wspoétczynnikow

Suma dwoch liczb przeciwnych jest rowna zero. Jesli dodamy do siebie wyrazenia podobne,
w ktorych odpowiednie wspotczynniki sg liczbami przeciwnymi, to wyrazenia te si¢
zredukuja. Wlasnosc¢ te wykorzystujemy podczas rozwiazywania uktadow réwnan metodg
przeciwnych wspotczynnikow. Pozwala ona szybko okresla¢, ile rozwigzan ma uktad
rownan oraz wyznaczac¢ te rozwigzania.

Twoje cele

» Przeksztalcisz rownowaznie uktad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad réwnan postaci
{alx +biy = ¢
asx + by = ¢y
» Przeksztalcisz rownowaznie rownania sktadowe uktadu rownan doprowadzajac je do
najprostszej postaci.
o Wyznaczysz liczbe rozwigzan uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
e Rozwiagzesz uklad réwnan liniowych metodg przeciwnych wspoétczynnikow.




Przeczytaj

Definicja: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Ukladem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje

dwoch rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uklad taki przyjmuje postac:

{alx +bhiy=-ci

a2x + bay = c2

gdzie a; i by oraz as i bs nie sg rownoczesnie rowne zero. W powyzszym ukladzie
x oraz y to niewiadome, a1, as, by oraz bs - wspoétczynniki przy niewiadomych

odpowiednio z oraz y, natomiast c; i ¢y nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego uktadu rownan z dwiema niewiadomymi jest kazda para

liczb spetniajacych jednoczesnie wszystkie rownania ukfadu.

Przy czym taki uklad rownan moze nie mie¢ rozwigzania lub moze miec¢ jedno

rozwigzanie, lub nawet nieskonczenie wiele rozwigzan.

Definicja: Uktad rownan oznaczony

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktorego rozwigzaniem jest

dokladnie jedna para liczb, nazywamy uktadem oznaczonym.

Definicja: Uktad réwnan nieoznaczony

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktoérego rozwigzaniem jest

nieskonczenie wiele par liczb, nazywamy ukladem nieoznaczonym.

Definicja: Uktad rdwnan sprzeczny



Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie posiada rozwigzan,

nazywamy ukladem sprzecznym.

Definicja: Rownowazne uktady rownan

Dwa ukfady rownan liniowych (z tymi samymi niewiadomymi) nazywamy

rownowaznymi, gdy maja ten sam zbior rozwigzan.

Twierdzenie: Rwnowazny uktad réwnan

Jesli obie strony kazdego z rownan (lub jednego z nich) danego uktadu réwnan
pomnozymy przez dowolne liczby rozne od zera, a nastepnie rownania te dodamy
stronami i tak otrzymanym rownaniem zastapimy jedno z rownan uktadu, to

otrzymany ukfad rownan jest rOownowazny danemu.

Ten fakt wykorzystujemy rozwigzujac uktady rownan metoda przeciwnych
wspotczynnikow - mnozymy jedno z rownan przez taka liczbe, by wspotczynniki
przy jednej ze zmiennych byly liczbami przeciwnymi a nastepnie dodajemy

rOwnania stronami.

Przyktad 1

Rozwigzemy ukiad rownan liniowych metoda przeciwnych wspotczynnikow.

2¢ 4+ 3y = —1
2y + 3z =2

Porzadkujemy kolejno$¢ niewiadomych w uktadzie rownan.

20 + 3y = —1
3z 4 2y = 2

Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez liczbe (—3), a obie strony

drugiego roOwnania przez liczbe 2.


javascript:void(0);

20 +3y=—-11-(-3)
3z +2y=2|-2

Wowczas wspotezynniki liczbowe przy niewiadomej ¢ bedg liczbami

przeciwnymi.
Otrzymane rownania dodajemy stronami.

—6x — 9y =3
{ —b5y="71:(-5)

6x + 4y =4

Rozwigzujemy rownanie z niewiadoma y.
y=—1%

Otrzymanym w ten sposOb rownaniem mozemy zastgpic¢ pierwsze z rownan
ukladu.

Postawiamy otrzymang wartosc¢ y do drugiego z rownan uktadu.

y=-13
3z —-2-12 =2

Rozwigzujemy drugie rOwnanie.

y=—13
3z — 24 =2



4 .

OtrzymaliSmy pare liczb bedacg rozwigzaniem danego uktadu rownan.

8
.’E:g
y=-13

(Sprawdz!)

Przyktad 2

Zauwazmy, ze ten sam uktad rownan liniowych mozemy rozwigzac redukujgc

niewiadomg y.

2z 4+ 3y = —1
3z 4 2y =2

Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez liczbe (—2), a obie strony

drugiego roOwnania przez liczbe 3.

20 +3y=-11-(-2)
3z +2y=21-3

Wowczas wspotczynniki przy niewiadomej y beda liczbami przeciwnymi.

Otrzymane rownania dodajemy stronami.

Az — 6y =2
{ z — by 52 =8 1:5

9z + 6y =6

Rozwigzujemy rOwnanie z niewiadoma x.

__ 8
=%


javascript:void(0);

Otrzymanym w ten sposOb rOwnaniem mozemy zastgpic¢ pierwsze z rownan
ukladu.

F
3z + 2y = 2

Postawiamy otrzymang wartoS¢ = do drugiego z rOwnan uktadu.

wtjoo

Tr =
3-2+2y=2

Rozwigzujemy drugie rOwnanie.

OtrzymaliSmy pare liczb bedaca rozwigzaniem danego uktadu rownan.

_ 8
=173
y=—-1%

Przyktad 3

Korzystajgc z metody przeciwnych wspotczynnikow, wyznaczymy liczbe

rozwigzan ukladow rownan liniowych.

a 3z + 12y =4
—x —4y =14



3z 4+ 12y =4
—z—4y=4]-3

3z 4+ 12y =4
—3z — 12y =12

Jest to uktad sprzeczny. Taki uklad rownan nie posiada rozwigzan.

—9 + 6y = 10
by Y
z—3y=-5

—2z + 6y =10
r—3y=—-5|-2

—2z 4 6y =10
2z — 6y = —10

Jest to uktad nieoznaczony. Posiada on nieskonczenie wiele rozwigzan postaci

{:BER
y=37+3

x—4y=3
c) B
20 -3y =1

Redukujemy niewiadomg x.

x—4y=3|-(-2)
20 —3y =1

Dodajemy rownania stronami.

—2 8y = —6
{ T + 8y 5y = 5

20 — 3y =1

Obliczmy wartoS¢ niewiadome;j y.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

y=-1

x—4y=3
y=-1

Podstawimy otrzymang wartos¢ y do pierwszego rOwnania i obliczamy

niewiadomg z.

=1
— 1

x
Jest to uktad oznaczony. Posiada on jedno rozwigzanie postaci {

Przyktad 4

Rozwigzemy uktad rownan liniowych metodg przeciwnych wspotczynnikow

—5z+3y  z-y __ 1
5 7 = _
4(x+2)—-502—-y)=Tzx—y

Aby moc zastosowac te metode, musimy doprowadzi¢ uktad rownan do
najprostszej postaci. Mozemy wiec pomnozy¢ obie strony pierwszego rownania

przez 10.

2(—5x+3y) —5(x—y)=10-1
{4(w+2)—5(2—y):733—y

W kazdym z rownan usuwamy nawiasy, redukujemy wyrazenia podobne

i porzadkujemy uktad.


javascript:void(0);

—10z + 6y — 5 + 5y = 10
4r +8—-10+d5y=Tx —y

—15z + 11y =10
-3z + 6y =2

Mnozymy teraz obie strony drugiego rownania przez liczbe (—5), aby otrzymac

przeciwne wspotczynniki przy niewiadomej .

—152 + 11y =10
15z — 30y = —10

Dodajemy rownania stronami.

—15z + 11y = 10
v 19y =0
15z — 30y = —10
y=10
—15z + 11y = 10
Otrzymane wyrazenie wstawiamy do ukladu vty w miejsce
—3x + 6y = 2

pierwszego rownania.

Nastepnie obliczamy niewiadomg x.

y=20
—3z + 6y = 2

y=0
—3r—0=2

0

{
2
T=—3

OtrzymaliSmy pare liczb {

—_2
v 0 3 bedacg rozwigzaniem tego uktadu réwnan.
y =



Zauwazmy, ze stosujgc te metode, pomimo duzych liczb pojawiajacych sie

w ukladzie rownan

—15z + 11y =10
—3z + 6y =2

udato si¢ nam sprawnie znalez¢ jego rozwiazanie.

Przyktad 5

Obliczymy dlugo$ci bokéw tréjkata rownoramiennego A BC' przedstawionego na
ponizszym rysunku, wiedzac, ze podstawa AB jest 0 5 dluzsza od jednego z

ramion.

3z + 2 y+3

Al x+2y+1 B

Zapisujemy i porzadkujemy odpowiedni uktad rownan.

{3w+2:y+3
2+2+1=y+3+5

3r —y=3—2
c+2y—y=8-1

3r —y=1
T+y="7



W tym ukladzie rownan, przed niewiadomg y znajdujqg si¢ przeciwne
wspotczynniki, a zatem mozemy doda¢ rOwnania stronami i rozwigzac ten uktad

metodg przeciwnych wspotczynnikow.

3z —y=1
+ dr =8
r+y="7

T =2

Obliczamy teraz niewiadoma y.
T =2
z+y="17
{x =2
2+y=7
{:c =2
y=>5
Mozemy teraz obliczy¢ dlugo$ci bokow trojkata ABC.
|AB| =z +2y+1=13
|BC|=y+3=38

|AC| =3z +2=38.

Przyktad 6

Zbadamy, dla jakich warto$ci parametru k, rozwigzaniami ukladu rownan

2r+y=k+1
x—2y==~k


javascript:void(0);

sq pary liczb dodatnich.

Aby wyznaczy¢ rozwigzanie ukladu rownan, mozemy pomnozy¢ drugie rOownanie

przez liczbe (—2). Otrzymamy wtedy przeciwne wspotczynniki przy niewidomej x
2r+y=k+1
x—2y==~k|-(-2)

2r+y=k+1
—2x +4y = -2k

Dodajemy rownania stronami i wyznaczamy niewiadomg .

2 =k+1
x+y + By =1—k
—2x 4+ 4y = -2k

y =5

Mozemy zastgpi¢ otrzymang rownoscia pierwsze z rownan uktadu. Nastepnie

wyznaczamy niewiadoma z.



1k
Y= 75
243k

=5
Sprawdzamy dla jakich & liczby x i y s liczbami dodatnimi.
y=>01-k>0k<1
=28 >024+3k>00k> 3

y>0

_2
x>0<:>ke( 2, 1).

A zatem {

Stownik

uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

uklad rownan postaci

{ala: + b1y = C
asx + boy = co

rownowazne uktady rownan

uktady rownan, ktore majg ten sam zbior rozwigzan

uktad rownan oznaczony

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktorego rozwigzaniem jest

dokladnie jedna para liczb

uktad réwnan nieoznaczony

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest

nieskonczenie wiele par liczb

uktad réwnan sprzeczny




uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie posiada rozwigzan

metoda przeciwnych wspétczynnikow

metoda polegajaca na pomnozeniu obu stron jednego lub kazdego rownania przez
dowolng liczbe r6zng od zera, tak aby przy jednej z niewiadomych otrzymac
przeciwne wspotczynniki, dzieki czemu po dodaniu do siebie rownan stronami

mozna obliczy¢ jedng z niewiadomych



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajagca zasade rozwiazywania

uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspotczynnikéw.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DIBIvQwWw

Polecenie 2

Rozwigz uktad réwnan

—3r+2y=>5
20 — 4y = —2

metodg przeciwnych wspétczynnikéw:
a) redukujac niewiadoma x;

b) redukujac niewiadoma y.



https://zpe.gov.pl/a/D1BJvQwWw

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Rozwigz uktad réwnan metoda przeciwnych wspotczynnikéw

{—733+4y:2
3t—y="7

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Czworokat ABC D, przedstawiony na rysunku, jest prostokatem.

D 21 C
@® O
T+Yy 2x—y+ b
O O
A y+3 B




Cwiczenie 7 @
. . , . . . _ L—Yy=m
Rozwiaz uktad rownan metodg przeciwnych wspoétczynnikéw .
3x+2y=m+5
L . o L . x>0
Dla jakich wartosci parametru m rozwigzanie uktadu rownan spetnia warunek -0 ?
Y
Cwiczenie 8 @
Rozwigz uktad réwnan metodg przeciwnych wspotczynnikéw
nr —ny =4 ER\{O 1}
n 5 (-
(n—1)z+ny=>5 » 2

Podaj wartos¢ wyrazenia %



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie ukladow réwnan z dwiema niewiadomymi metoda przeciwnych
wspoélczynnikow

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje w zakresie wielojezycznoSci

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza liczbe rozwigzan ukladu rownan liniowych

» rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metoda przeciwnych
wspotczynnikow

e tworzy algorytmy rozwigzywania uktadow rownan liniowych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e burza mozgow
o dyskusja
» stoliki zadaniowe

Formy pracy:

» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg poznane wczesniej rodzaje uktadow
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi i sposoby odnajdywania ich rozwigzan.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, pracujac w parach, analizujg przyktady zawarte w czesci ,Przeczytaj”

2. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, wyjasnia watpliwosci.

3. WspOdlnie starajg si¢ podsumowac umiejetnosci nabyte po analizie przyktadow.

4. Jako podsumowanie omawiajg prezentacje multimedialng.

5. Uczniowie pracuja metodg stolikow zadaniowych (na kazdym stoliku po dwa, wybrane
przez nauczyciela, ¢wiczenia interaktywne). Rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne,
pracujac w grupach wyznaczonych przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekcii.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informaciji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdgzyli wykona¢ na lekcji.

Materialy pomocnicze:



Metoda przeciwnych wspotczynnikow rozwigzywania uktadow réwnan
Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia
wiadomosci z lekcji oraz przy powtorzeniu wiadomosci dotyczacych uktadéw rownan
liniowych.


https://epodreczniki.pl/a/metoda-przeciwnych-wspolczynnikow-rozwiazywania-ukladow-rownan/DjqR3yBzP

