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Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku
Python

« Wprowadzenie
 Film samouczek
» Przeczytaj

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Aswin Anand, domena publiczna.

W tym e-materiale zajmiemy sie¢ tzw. metodami numerycznymi. Dzigki nim otrzymujemy
przyblizone wyniki, a doktadnos$¢ obliczen - w zaleznosci od potrzeb - mozemy z gory
okreslic.

Sprobujemy wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji cigglej, korzystajgc z twierdzenia Bolzana-
Cauchy'ego. Zdefiniujemy funkcje w jezyku Python, ktora wykona niezbedne obliczenia

i zaprezentuje ich wynik w postaci graficznej. Wiecejinformacji na ten temat znajdziesz
w e-materiale: Algorytmy numeryczne i przyblizone.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostatych e-materiatach z tej serii:

e Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku C++,
» Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku Java.

Wiecej zadan? Sigegnij do Algorytmy numeryczne i przyblizone - zadania maturalne.
Twoje cele

» Przeanalizujesz sposob obliczania wartoSci wyrazenia z wykorzystaniem funkcji
eval().
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e Wyznaczysz przyblizong warto$¢ miejsca zerowego funkcji ciaggtejw przedziale
(a, b).
» Zdefiniujesz funkcje wizualizujgca graficznie miejsce zerowe funkcij.



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj prezentacje objasniajaca kolejne kroki wyznaczania miejsca zerowego funkcji
z zastosowaniem metody bisekcji.

-7.0 -5.0 -3.0 -1.0 +1/0 +3.0 +5.0 +7.0 X

f(w) =223 +2z —5

Przeanalizujmy przyktadowga funkcje. Na
wykresie mozemy zaobserwowaé, ze rownosc
f () = 0 jest spetniona dla wartosci

x nalezacej do przedziatu [1, 2 |. Funkcja w
przedziale [1, 2] ma miejsce zerowe. Jako
przedziat wejSciowy przyjmiemy przedziat
[—6, 8], dlatego uzywane zmienne przyjma

wartoscia = -6,b = 8, adoktadnos¢ niech
wynosidelta = 0.001iepsilon =
0.001.

Przedstawiong funkcje zdefiniujemy w jezyku
Python jako:

1 def f(x):



2 return (2 * x *x 3) +
(2 x x) - 5

Zdefiniujmy funkcje obliczajgcg miejsce zerowe
jako:

1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

Teraz mozemy rozpocza¢ badanie funkcji.

@ W programie bedziemy sie odwotywac do
omawianej funkcji poprzez f (x). Rozwazamy
przedziat domkniety, zatem weryfikujemy, czy
f (x) spetnia warunek zakonczenia dla kraricéw
przedziatu. Warunek zakonczenia jest spetniony,
gdy odlegtosé funkcji od osi OX dla danego
punktu jest mniejsza od doktadnos$ci epsilon.

1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

2

3 if abs(f(a)) <
epsilon:

4 return a

5 if abs(f(b)) <
epsilon:

6 return b

Po zbadaniu wartosci funkcji dla krancéw @
przedziatéw sprawdzamy, czy mozemy
kontynuowac¢ wykonywanie algorytmu.
Zbadajmy, czy wartosci funkcji na koncach
przedziatu maja rézne znaki:

1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):



3 if abs(f(a)) <
epsilon:

4 return a

S if abs(f(b)) <
epsilon:

6 return b

7

8 if (f(a)) x (f(b)) >
0:

9 print("Wartosci

funkcji na krancach
przedziatu majg ten sam
znak")

10 print("Nie mozemy
zastosowa¢ twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego")

11 return None

W przypadku niespetnienia tego warunku
przerywamy dziatanie funkcji i zwracamy
wartos$¢ None. Sprawdzamy, czy wartosci f(a)
i f(b) maja rozne znaki. Jezeli tak, mozemy
zastosowac twierdzenie Bolzana-Cauchy'ego

i kontynuowaé¢ wykonywanie algorytmu.
Twierdzenie to méwi, ze jesli funkcja jest ciggta
w przedziale i przyjmuje dla krancéw przedziatu
wartosci o przeciwnych znakach, to

w przedziale tym istnieje punkt, dla ktérego
funkcja f (x) = 0. W przeciwnym wypadku
wypisujemy odpowiedni komunikat oraz
konczymy dziatanie programu.

@ Kolejnym krokiem bedzie rozpoczecie petli
while. W jej srodku bedziemy aktualizowacd
zZmienne oznaczajace obecnie rozwazany
przedziat. Bedzie ona dziata¢ dopdty, dopoki
wartos$¢ bezwzgledna réznicy zmiennych a i b
jest wieksza niz doktadnos¢ (delta):



1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

2

3 if abs(f(a)) <
epsilon:

4 return a

5 if abs(f(b)) <
epsilon:

6 return b

7

8 if (f(a)) * (f(b)) >
0:

9 print("Wartosci

funkcji na krancach
przedziatu majg ten sam
znak")

10 print("Nie mozemy
zastosowac¢ twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego")

11 return None

12

13 while abs(b - a) >
delta:

Nastepnie wyznaczymy punkt srodkowy

i zweryfikujemy drugi warunek przerwania petli,
czyli sprawdzimy, czy wartos¢ funkcji

w obliczonym punkcie sSrodkowym jest mniejsza
niz doktadnos¢ przyblizenia wartosci funkcji
zawarta w zmiennej epsilon:

1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

2

3 if abs(f(a)) <
epsilon:

4 return a

) if abs(f(b)) <
epsilon:

6 return b
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if (f(a)) * (f(b)) >

print("Wartosci
funkcji na krancach
przedziatu majag ten sam
znak")

print("Nie mozemy
skorzysta¢ z twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego")

return None

while abs(b - a) >
delta:
x = (a+b) /2
if abs(f(x)) <
epsilon:
break

Jezeli taka sytuacja ma miejsce, osiggnelismy
satysfakcjonujacy wynik i mozemy przerwacd
wykonywanie funkcji.

O

Jesli warunek nie zostat spetniony,
kontynuujemy wykonywanie algorytmu poprzez
sprawdzenie, czy iloczyn wartosci funkcji f (a)
i f () jest ujemny. To pozwoli ograniczy¢
przedziat rozwazany w nastepnej iteracji do
przedziatu spetniajgcego warunek twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego. Jezeli iloczyn jest ujemny,
wartosci funkcji w badanych punktach maja
rézne znaki, ustawiamy zatem wartosc b, czyli
prawy kraniec przedziatu, na wartos¢ punktu
srodkowego. Podobnie w przypadku iloczynu
dodatniego, czyli tych samych znakéw wartosci
funkcji. Zmieniamy wartos¢ lewego kranca
rozwazanego przedziatu na wartos$¢ srodkowa.
Ograniczymy w ten sposoéb przedziat rozwazany
w kolejnej iteracji do przedziatu, w ktérym
znajduje sie miejsce zerowe:



1 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

2

3 if abs(f(a)) <
epsilon:

4 return a

5 if abs(f(b)) <
epsilon:

6 return b

7

8 if (f(a)) * (f(b)) >
0:

9 print("Wartosci

funkcji na krancach
przedziatu majg ten sam
znak")

10 print("Nie mozemy
skorzysta¢ z twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego")

11 return None

12

13 while abs(b - a) >
delta:

14 x = (a+b)/2

15 if abs(f(x)) <
epsilon:

16 print("break")

17 break

18 if f(a) * f(x) <
0:

19 b = x

20 else:

21 a=x

Przeanalizujmy dziatanie algorytmu dla
przyktadowej funkcji podanej w pierwszym
kroku.

lloczyn wartosci f (a) oraz f(x) byt dodatni,
wiec wartosé x przypisujemy do zmiennej a.



W ten sposdb zawezamy zakres przeszukiwania
do przedziatu [1, 8]:

1# a
2 # b

1|
0 =

° Po zmianie kraricow przedziatu algorytm
rozpocznie kolejng iteracje petli od ponownego

wyznaczenia punktu srodkowego:

1# x
2 # x

(1 +8) /2
4.5

Sprawdzamy, czy iloczyn wartosci funkcji f (a) @
i f () jest ujemny. W obecnym obiegu petli

warto$¢ ta wynosi —1*186.25 = —186.25.

Obliczony iloczyn jest ujemny, wiec wartos$¢ x
przypisujemy do zmiennej b. W ten sposéb

zawezamy zakres przeszukiwania do przedziatu

[1,4.5]:
1#a=1
2# b =4.5

oraz rozpoczynamy kolejny obieg petli.

Wyznaczamy punkt srodkowy: @

1#x=(1+4.5) /2



2 # x = 2.75

@ Sprawdzamy, czy iloczyn wartosci funkcji f (a)
i f () jest ujemny. W obecnym obiegu petli

wartos$¢ ta wynosi —1%42.09375 = —42.09375

lloczyn byt ujemny, wiec do zmiennej b @

przypisujemy wartos¢ x. W ten sposéb

zawezamy zakres przeszukiwania do przedziatu
[1,2.75]:

1# a =1
2 # b

1l
N
N
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Kroki te bedg powtarzane do momentu, az

zostanie osiggniety ktorys z opisanych wczesniej
warunkéw stopu algorytmu. Wartosci x
wyznaczane w kolejnych iteracjach beda

nastepujace:
1# x =1.875
2 # x = 1.4375
3# x = 1.21875
4 # x = 1.109375
S# x = 1.1640625
6 # x = 1.13671875
7 # x = 1.123046875
8 # x = 1.1162109375
9 # x = 1.11279296875
10 # x = 1.114501953125
11 # x = 1.1153564453125



Przedziaty wartosci, w ktérych szukamy miejsca
zerowego, rowniez byty odpowiednio
modyfikowane.

W ostatnigj iteracji petli otrzymujemy przedziat @
[1.114501953125,1.1153564453125], dla
ktérego:

1

H+

b - a=1.1153564453125
- 1.114501953125 =
0.0008544921875

2 # 0.0008544921875 < 0.001
3 # 0.0008544921875 < delta

Oznacza to, ze zostat spetniony jeden

z warunkéw zakonczenia wykonywania petli
i mozemy zwrécic obliczong wartos¢ x jako
obliczone z podang doktadnoscig miejsce
zerowe analizowanej funkcji

f(z) = 2x3 + 2z — 5 w przedziale [—6, 8].

1 def f(x):

2 return (2 * x *x 3) +
(2 x x) - 5

3

4 def metoda_bisekcji(a, b,
delta, epsilon):

5
6 if abs(f(a)) <
epsilon:
7 return a
8 if abs(f(b)) <
epsilon:
9 return b
10
11 if (f(a)) * (f(b)) >
0:
12 print("Wartosci

funkcji na krancach
przedziatu majg ten sam
znak")



13 print("Nie mozemy
skorzysta¢ z twierdzenia
Bolzana-Cauchy'ego")

14 return None

15

16 while abs(b - a) >
delta:

17 x = (a+b) /2

18 if abs(f(x)) <
epsilon:

19 break

20 if f(a) * f(x) <
0:

21 b = x

22 else:

23 a = x

24 return X

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Problem 1

Napisz program, ktory wyznaczy miejsca zerowe funkcji f (:c) metodg bisekcji w zadanym
przedziale, korzystajac z warunkéw koncowych przedstawionych w prezentacji.

Przetestuj dziatanie programu dla funkcji f (z) = 5x* + 2x% + 3z + 4, przedziatu [3, 4],
przy wspotczynniku epsilon réwnym 0.001 i wspétczynniku delta réwnym 0.001.

Specyfikacja problemu:

Dane;

f (x) - funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej

a - lewy kraniec przedziatu

b - prawy koniec przedziatu

delta - doktadnosc¢ przyblizenia miejsca zerowego

epsilon - doktadnos¢ przyblizenia wartosci funkcji dla miejsca zerowego

Wynik.

Program wyswietla miejsca zerowe funkcji lub komunikat o braku miejsc zerowych.

1 # Tutaj dodaj wzasny kod.
2 # Do wypisania wyniku uzyj funkcji print()



Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RI6MBwYJpI30p
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujgcy do algorytméw numerycznych i przyblizonych.

Plik o rozmiarze 937.00 B w jezyku polskim
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Przeczytaj

Podsumowanie

Wazne!

Metode bisekcji mozemy stosowac dla dowolnej funkciji, o ile jest ona ciggta w badanym
przedziale [a, b].
Przyktad 1

Oto wykres przyktadowej funkcji, ktorej miejsce zerowe z przedziatu [—2.5, 7] mozna
wyznaczy¢ za pomocg metody bisekciji:

+25 +

+20 +

|
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zapoznajmy sie z programem, ktory obliczy miejsce zerowe funkcji f (x) = 1.72 — 2.45
metodg bisekcji w przedziale [—2, 3.

def f(x):
return (1.7 * x) - 2.45

1

2

3

4 def wyznaczenie_miejsca_zerowego(a, b, delta, epsilon):
5 if f(a) * f(b) < 0:

6 while abs(a - b) > delta:

7 x = (a+ b))/ 2

8 if abs(f(x)) <= epsilon:

9 return x

10 else:




11 if f(a) * f(x) < 0:
12 b = x

13 else:

14 a = X

15 else:

16 return x

17 else:

18 return None

19

20

21 # przyktad wykonania

22 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego(-2,3,0.000000001, 0.00000000

Wykonanie przedstawionego kodu z podanymi argumentami da nastepujacy wynik:

11.4411764703691006

Przyktad 2

Wyznaczmy miejsce zerowe wielomianu funkcji f (z) = 2z* + 2z — 5 w przedziale
[—10,10]:

def f(x):
return (2 * x ** 3) + (2 * x) - 5

1

2

3

4 def wyznaczenie_miejsca_zerowego(a, b, delta, epsilon):
5 if f(a) * f(b) < 0:

6 while abs(a - b) > delta:

7 Xx =(a+b) /2

8 if abs(f(x)) <= epsilon:

9

return x
10 else:
11 if f(a) * f(x) < 0:
12 b = x
13 else:
14 a = X
15 else:
16 return x
17 else:
18 return None

19



20 # przykiad wywolania
21 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego(-10, 10, 0.00001, 0.00001))

Wykonanie przedstawionego kodu z podanymi argumentami da nast¢pujacy wynik:

11.1147403717041016

Mozemy sprawdzi¢ poprawnos¢ wyniku, analizujac przebieg badanej funkcii:

-0.2

-0.4

-06

-0.8

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zmodyfikujmy wczesniejszy kod w taki sposob, aby sprawdzi¢, jakie wyniki otrzymamy dla
coraz mniejszej wartosci przyblizenia (czyli dla coraz wigkszej precyzji wyznaczenia
miejsca zerowego). W celu wyswietlenia wyniku, zastosujemy konwencje f-string:

def f(x):
return (2 * x ** 3) + (2 * x) - 5

1

2

&

4 def wyznaczenie_miejsca_zerowego_print(a, b, delta, epsilon):
5 if f(a) * f(b) < 0:

6 while abs(a - b) > delta:

7 Xx = (a+b) /2

8 if abs(f(x)) <= epsilon:

9 return f"Znaleziono wartos¢ x = {x:.15f}"
10 else:

11 if f(a) * f(x) < 0:


javascript:void(0);

12 b = x

13 else:

14 a = X

15 else:

16 return f"Ostatnia wartos¢ x = {x:.15f}"

17 else:

18 return None

19

20 # przyktad wykonania

21 print(wyznaczenlie_miejsca_zerowego_print(-10, 10, 0.00001, 0.00
22 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego_print(-10, 10, 0.0000000001,
23 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego_print(-10, 10, 0.00000000000

Przedstawiony kod po wykonaniu zwrdéci nastepujacy komunikat:

.114740371704102
.114747109750169
1.114747109704517

1 Ostatnia wartos¢ x

2 Ostatnia wartos¢ x
3 Znaleziono wartosc¢

X
I

Wazne!

Ograniczeniem przykladowego programu jest to, Zze funkcja f (x) zostala zdefiniowana
statycznie. Nie mozemy wykorzystywac zapisanego kodu w celu wyznaczania miejsc
zerowych innych funkcji. Sprobujmy to zmieni¢. Uzyjemy w tym celu funkciji eval(),
ktora stuzy obliczaniu wartos$ci wyrazenia podanego jejjako parametr tekstowy. Jezeli
w tym wyrazeniu znajda si¢ nazwy zmiennych, to funkcja eval () wykorzysta do
wykonania podanego jej wyrazenia zapisane w nim zmienne, bez potrzeby
przekazywania ich do funkcij.

Przyktad 3

Napiszmy kod funkcji pobierajacejjako argument inng funkcje (takg, ktorej miejsce
zerowe chcemy znalezc).

def wyznaczenie_miejsca_zerowego_fun(fun, a, b, delta, epsilon)

"""fun nalezy podaC z _x_ jako parametrem, bedzie zamienian

fun_x fun.replace("_x_", "x"
fun_a fun.replace("_x_", "a")
fun_b fun.replace("_x_", "b")

1
2
S
4 # tworzymy dwie wersje ciggow dla eval aby moc liczy¢ dla d
5
6
7
8


javascript:void(0);
javascript:void(0);

9 if eval(fun_a) * eval(fun_b) < 0:

10 while abs(a - b) > delta:

11 x =(a+b)/ 2

12 if abs(eval(fun_x)) <= epsilon:
13 return x

14 else:

15 if eval(fun_a) * eval(fun_x) < 0:
16 b = x

17 else:

18 a = X

19 else:

20 return x

21 else:

22 return None

23

24 # przyktadowe wykonanie funkcji
25 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego_fun("(2*_x_**3) + (2*_x_) -
26 print(wyznaczenie_miejsca_zerowego_fun("(3*_x_**3) - (1.4*_x_)

Jako wynik dzialania przedstawionego kodu otrzymamy:

11.1147403717041016
2 -1.1638355255126953

Przyktad 4

Napiszmy program, ktoéry wyznaczy miejsce zerowe badanej funkcji z wykorzystaniem
zaprezentowanego kodu oraz przedstawi rozwigzanie w postaci graficzne;.

def stworz_wykres_fun(fun, x_min, Xx_max):
import matplotlib.pyplot as plt

1

2

3

4 fun_x = fun.replace("_x_", "x")

5 # tworzymy liste X

6 ile_punktow = abs(x_min) + abs(x_max)
7 X =[]

8 for punkt in range(x_min, x_min+ile_punktow):
9 X.append( punkt )

10 # tworzymy wartosci funkcji y

11 Y = [ eval(fun_x) for x in X ]

12 # obliczamy punkt zerowy



13 z = wyznaczenlie_miejsca_zerowego_fun(fun, x_min, x_max, O.
14 plt.plot(X,Y)

15 # dodajemy do wykresu warto$S¢ x okreslajgca miejsce zerowe
16 # parametr 'r+' oznacza red (czerowny)

17 plt.plot(z,0, 'r+")

18 plt.grid(True)

19 plt.show()

20

21 # przyktad wywotania
22 stworz_wykres_fun("(2*_x_**3) + (2*_x_) - 5", -15, 15)

Mozemy w prosty sposob zwizualizowac¢ dziatanie programu - w podanym przyktadzie
miejsce zerowe oznaczone jest czerwonym znakiem +:

0

6000

2000 1

—2000 1

—4000

—6000 +

15 1o s 0 5 10 15
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Juz wiesz

Podsumujmy najwazniejsze informacije:

e Miejsca zerowe funkciji ciggtych mozna wyznacza¢ metoda bisekciji.
e Modul matplotlib mozna zastosowac do przedstawiania wykresow funkciji.
e Funkcjaeval() umozliwia obliczenie warto$ci wyrazen zapisanych w postaci

tekstowe;j.

Stownik
eval()


javascript:void(0);

wbudowana funkcja jezyka Python, ktora moze stuzy¢ do dynamicznego wyliczania
wartosSci wyrazenia; parsuje ona podane jej wyrazenie do kodu w jezyku Python i zwraca
rezultat wykonania tego kodu

f-string

sposob zapisywania zmiennych w tancuchu znakéw przeznaczonym do wyswietlenia za
pomoca funkcji print (), dostepny poczawszy od wersji 3.6 jezyka Python; polecenie
wykorzystujace mechanizm f-string ma postac:

f"Napis, a w nim {zmienna} do wypisania";dokladnie opisany w dokumencie
PEP 498 - Literal String Interpolation

funkcja jako parametr

w jezyku Python istnieje mozliwo$¢ przekazywania funkcji jako parametru innej funkcj;
funkcja moze tez by¢ zwracana po uzyciu stowa kluczowego return

przyblizenie

wartos¢ lub liczba niezupetnie doktadna, zaokraglona


http://python.org/dev/peps/pep-0498/

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @
Napisz program wyznaczajacy miejsce zerowe funkcji f (:c) wykorzystujac algorytm bisekcji.

Przetestuj dziatanie programu dla funkcji f(z) = x> — 2, przedziatu [0, 5], przy
wspotczynniku epsilon rownym 0, 001 i wspétczynniku delta rownym 0, 001.

Specyfikacja problemu:

Dane:

f (x) - funkcja rzeczywista, ktorej miejsce zerowe mamy obliczy¢

a - liczba rzeczywista; poczatek przedziatu

b - liczba rzeczywista; koniec przedziatu

delta - liczba rzeczywista, przyblizenie okreslajgce maksymalng dtugos¢ przedziatu

epsilon - liczba rzeczywista; doktadnos¢ przyblizenia wartosci funkcji w punkcie

Wynik:

Program wyznacza i wypisuje wartos¢ miejsca zerowego funkcji, zaokraglone z doktadnoscia
do trzech miejsc po przecinku.

Twoje zadania

1. Program na standardowe wyjscie wypisuje miejsce zerowe podanej funkcji,
zaokraglone z doktadnosciag do trzech miejsc po przecinku.






Cwiczenie 2 O

Napisz funkcje wyznaczajaca miejsce zerowe funkcji f (x) z wykorzystaniem metody bisekcji,
a nastepnie zmodyfikuj ja tak, by zwracata krotke w postaci (¢, w, k), gdzie c to miejsce
zerowe funkcji, w to wyznaczona wartos$¢ funkcji w miejscu zerowym, a k to liczba iteracji
wykonanych przez algorytm bisekcji (liczba petnych obiegéw petli). Wykorzystaj warunki
zakonczenia algorytmu zaprezentowane w prezentacji.

Przetestuj dziatanie programu dla funkcji f(z) = x? — 2, przedziatu [0, 5], przy
wspotczynniku epsilon rownym 10~ i wspétczynniku delta réwnym 1075,

Specyfikacja problemu:

Dane:

f (x) - funkcja rzeczywista, ktorej miejsce zerowe mamy obliczy¢

a - liczba rzeczywista; poczatek przedziatu

b - liczba rzeczywista; koniec przedziatu

delta - liczba rzeczywista, przyblizenie okreslajace maksymalng dtugos¢ przedziatu

epsilon - liczba rzeczywista; doktadnosc¢ przyblizenia wartosci funkcji w punkcie
Wynik:

Program wyznacza i wypisuje wartos¢ miejsca zerowego funkcji, warto$¢ funkcji

W wyznaczonym miejscu zerowym i liczbe iteracji algorytmu w postaci krotki (¢, w , k),
gdzie c jest miejscem zerowym funkcji, w jest wyznaczong wartoscia funkcji w miejscu
zerowym, a K jest liczba iteracji wykonanych przez algorytm bisekcji. Wartosci ¢ i w maja by¢
zaokraglone z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku.

Twoje zadania

1. Program na standardowe wyjscie drukuje krotke zawierajaca miejsce zerowe funkcji
f(a:) = x2 — 2, warto$¢ funkcji w wyznaczonym miejscu zerowym oraz liczbe iteracji



algorytmu bisekciji.




Cwiczenie 3 @

Napisz funkcje wyznaczajaca miejsce zerowe metodg bisekcji, a nastepnie wykorzystaj jg do
wyznaczenia liczby .

W programie zastosuj funkcje trygonometryczna sinus, przedziat [3, 3.5]. Wartosci
wspotczynnikow delta i epsilon dobierz tak, by zwracana wartos¢ mogta by¢ poprawnie
zaokraglona z doktadnoscia do dwéch miejsc po przecinku.

Specyfikacja problemu:

Dane:

f (x) - funkcja trygonometryczna, ktéra wykorzystamy do obliczenia wartosci liczby 7.

a - liczba rzeczywista; poczatek przedziatu

b - liczba rzeczywista; koniec przedziatu

e delta - liczba rzeczywista, przyblizenie okreslajgce maksymalng dtugos¢ przedziatu, do
samodzielnego dobrania

e epsilon - liczba rzeczywista; doktadnos¢ przyblizenia wartosci funkcji w punkcie x, do
samodzielnego dobrania

Wynik:

Program wyznacza i wypisuje wartos$¢ liczby 7 zaokraglong z doktadnoscia do dwéch miejsc
po przecinku.

Twoje zadania

1. Program drukuje na standardowe wyjscie obliczong wartos¢ liczby pi, zaokraglong z
doktadnoscig do dwoch miejsc po przecinku.
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Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

f) wyznaczania miejsc zerowych funkcji metodg potowienia,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Przeanalizujesz sposob obliczania warto$ci wyrazenia z wykorzystaniem funkcji
eval().



o Wyznaczysz przyblizong warto$¢ miejsca zerowego funkciji ciggltejw przedziale (a, b).
o Zdefiniujesz funkcje wizualizujaca graficznie miejsce zerowe funkciji.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»~Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku Python”. Uczniowie zapoznaja si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj” w kontekscie programowania.

Faza wstepna:

1. Wyswietlenie przez nauczyciela tematu i celow zaje¢, przejScie do wspolnego ustalenia
kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. JeZeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekcji ,Przeczytaj.
Kazdy uczestnik zaje¢, podczas cichego czytania, wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.



2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Film samouczek”
Uczniowie wspolnie analizujg prezentacje multimedialng, przedstawiajgca sposob
dziatania algorytmu bisekcji. Nastepnie probujg dokona¢ implementaciji tego algorytmu
w jezyku Python, rozwiazujac Problem 1, po czym poréwnuja swoje rozwigzanie
z filmem

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Prowadzacy zapowiada uczniom, Ze bedg rozwigzywaé
¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Uczniowie wykonujg je w parach. Po ustalonym
czasie nastepuje porownanie napisanych kodéw, podczas wspolnego omowienia
rozwigzan.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonejwiedzy w zakresie
programowania w jezyku Python.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 3 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



