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Zrédto: Andrew Buchanan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Okazuje sie, ze w zbiorze liczb catkowitych mozna udowodni¢ mnostwo twierdzen

dotyczacych podzielnosci.

Niektore z zaprezentowanych tutaj wlasno$ci bedg wrecz oczywiste, inne zaskakujace.
Przy okazji wspomnimy postac¢ Diofantosa - greckiego matematyka zyjacego w 111
wieku n.e. w Aleksandrii, na pamiagtke ktorego pewien typ rOwnan nazywamy
rOwnaniami diofantycznymi...

Twoje cele

e Udowodnisz twierdzenia dotyczgce podzielno$ci w zbiorze liczb
calkowitych.

o Wykorzystasz wiasnosci podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych.



Przeczytaj

W tej lekcji zajmiemy sie glownie dowodzeniem twierdzen.

Przyktad 1

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba n? — n jest parzysta.

Sprawdzmy najpierw na kilku przyktadach, czy teza tego twierdzenia jest

spelniona:
Liczba catkowita n Wartoéé wyrazenia n?> — n Odpowiedz
4 42 -4 =12 2|12
3 32-3=6 2|6
0 02-0=0 2|0
—5 (—=5)* — (=5) = 30 2|30
—6 (—6)* — (—6) = 36 2|36

We wszystkich sprawdzonych przypadkach teza jest spetniona, ale nawet
gdybysmy sprawdzili duzo wiecej liczb naturalnych n, nie bytby to dowod
twierdzenia.

Potrzebujemy rozwazania ogolnego.

Dowod:

Zauwazmy, ze n? —n = n(n — 1), co oznacza, ze n? — n jest iloczynem dwoch

kolejnych liczb catkowitych.

Poniewaz co druga liczba catkowita jest parzysta, wiec dokladnie jedna z liczb n i
n — 1 jest podzielna przez 2.




Iloczyn liczby parzystej przez dowolng liczbe catkowitg jest parzysty, zatem

2

liczba n(n — 1) = n® — n rowniez jest parzysta.

Przyktad 2

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba n® — n jest podzielna

przez 6.

Ponownie sprawdzimy teze twierdzenia dla kilku liczb catkowitych n:

Liczba catkowita n Wartoéé wyrazenia n® — n Odpowiedz
4 43 — 4 =60 6/60
3 3-3=24 6/24
0 0°-0=0 6|0
—5 (—=5)% — (=5) = —120 6/(—120)
—6 (—6)* — (—6) = —210 6/(—210)

Dla rozwazanych liczb teza jest spetniona. Potrzebujemy jednak dowodu.
Dowéd:

Zauwazmy, ze n®* —n =n(n® — 1) = n(n — 1)(n + 1) - przy tym
przeksztalceniu skorzystaliSmy ze wzoru skroconego mnozenia

a? — b2 = (a —b)(a +0b).

Zatem rozwazane wyrazenie jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych:
n—1nn+ 1.

Wsraod trzech kolejnych liczb catkowitych przynajmniej jedna jest parzysta (albo
jest to liczba n, albo liczby n — 1in + 1).

Ponadto wsrod trzech kolejnych liczb catkowitych dokladnie jedna dzieli si¢ przez
3.



Poniewaz liczby 2 i 3 sa wzglednie pierwsze, to iloczyn liczb, z ktorych jedna jest
podzielna przez 2 i jedna jest podzielna przez 3, dzieli si¢ przez 6.

Przyktad 3

3

Udowodnimy, ze rownanie £ — & — 1111 = 0 nie jest spetnione przez zadng

liczbe catkowita.

Dowod:

Zauwazmy, ze podane rownanie mozna przeksztatci¢ do postaci
z(z —1)(z+1) =1111.

Dla dowolnej liczby catkowitej x lewa strona rOwnania jest iloczynem trzech

kolejnych liczb catkowitych, co oznacza, ze jest podzielna przez 3.

Prawa strona rownania nie dzieli si¢ przez 3, zatem otrzymujemy sprzecznosc¢, bo

liczba podzielna przez 3 nie moze by¢ rowna liczbie niepodzielnej przez 3.

Oznacza to, ze wyjSciowe rOwnanie nie jest spetnione przez zadng liczbe

catkowita.

Powyzsze roOwnanie jest przykltadem
rownania diofantycznego, czyli rownania,
ktorego rozwigzan szukamy w zbiorze
liczb catkowitych (lub jego podzbiorach).
Rownania diofantyczne swojg
zawdzieczaja greckiemu matematykowi

z 11T wieku n.e. Diofantos jest znany
gtownie ze swojego dzieta Arytmetyka,

w ktorym opisywat sposoby
rozwigzywania rownan i zadan tekstowych

prowadzacych do rownan.



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Uwazany jest za ojca jezyka Diofantos

Zrédto: nieznany, dostepny w internecie:

algebraicznego, cho¢ swoje zadania -
www.ru.wikipedia.org.

rozwigzywat gtownie opisowo.

Przyktad 4

Wykazemy, ze roznica czwartych poteg dwoch liczb catkowitych roznigcych sie o
2 jest podzielna przez 16.

Dowod:
4

Mamy do wykazania, ze dla dowolnej liczby catkowitejn, n* — (n — 2)* dzieli sie

przez 16.

Korzystajac ze wzoru a® — b? = (a — b)(a + b) mozemy wykona¢ nastepujgce

przeksztaicenia
nt(n-2)'= [0~ [0 -2 = [~ (-2 [n2 4 (- 2] =
—[n—(n=2)-[n+(n=2)] 02+ (n-2)°| =

=2-2n—2) [n?+(n—2)"] =

Korzystajac ze wzoru:

(a —b)® = a® — 2ab + b?

mozemy kontynuowac przeksztatcanie:
=4-(n—1)(n*+n*—4n+4) =4-(n—1)(2n* —4n +4) =

=8-(n—1)(n*—2n+2)




Zauwazmy teraz, ze jesli n jest liczbg nieparzysta, to liczba n — 1 jest liczbg

parzystag.

Za$ jesli n jest liczba parzysta, to n? — 2n + 2 jest liczbg parzysta.

Zatem niezaleznie od parzystosci liczby n ktory$ z nawiasow (n — 1) lub

(n2 —2n + 2) jest parzysty. Iloczyn liczby parzystej i liczby 8 jest podzielny przez

16.

Wazne!

Iloczyn kolejnych liczb naturalnych poczawszy od liczby 1 do liczby n oznaczamy

n!iczytamy ,n silnia”.
Naprzyklad: 1! =1,3!'=1-2-3=6,6!=1-2-3-4-5.6 = 720.

Przyktad 5

Udowodnimy, ze liczba 26! dzieli si¢ przez 1000000.

Dowéd:

Liczba 26! to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do 26.

Wsrod czynnikow znajdujg sie liczby 5, 10, 15, 20 i 25 oraz liczby 2,41 6.

Illoczyn wybranych czynnikow to
(5-2)-(15-6)-(25-4)-(10-20) = 10-90 - 100 - 200 = 18000000.

Poniewaz sposréd czynnikow liczby 26! mozna wybrac takie, ktorych iloczyn jest
rowny liczbie 18000000, ktora jest podzielna przez 1000000, wiec liczba 26!

roOwniez jest podzielna przez 1000000.

Przyktad 6


javascript:void(0);

Udowodnimy, ze liczba 3% + 36 + 317 jest podzielna przez 13.
Dowod:

Wykonajmy nastepujace przeksztatcenia:

315 4 316 4 317 _ 315 | g1+15 | 32+15 _ g15 | g 315 4 32 315 _
=3%.(1+3+9)=3".13

Poniewaz liczba 31° jest catkowita, wiec iloczyn 31° - 13 jest liczba podzielng

przez 13.

Stownik
Diofantos
grecki matematyk zyjacy w Aleksandrii w III w n.e; znany glownie ze swojego

dzieta w 13 ksiegach zwanego Arytmetyka, w ktorym opisuje zagadnienia

zwigzane z rozwigzywaniem rownan

réownanie diofantyczne

roOwnanie, ktorego rozwigzan szukamy w zbiorze liczb catkowitych (lub jego

podzbiorach)

silnia

dzialanie jednoargumentowe, ktore liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowuje
iloczyn wszystkich liczb naturalnych dodatnich niewigkszych od danej liczby,
ponadto liczbie zero przyporzadkowuje liczbe 1; silni¢ oznaczamy wykrzyknikiem:

n!l; czytamy “n silnia”; zatem 0! = 1,11 =1,n! =1-2.3....-ndlaliczb

naturalnych n wiekszych od 1



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj dowody twierdzen zawarte w ponizszej animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D13rknkQC

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczgcego dowodzenia podzielnosci liczb
catkowitych.

Polecenie 2

Udowodnij twierdzenie:

Jezeli suma cyfry jednosci, podwojonej cyfry dziesiatek i czterokrotnosci cyfry setek

liczby naturalnej trzycyfrowej dzieli sie przez 8, to taliczba dzieli sie przez 8.


https://zpe.gov.pl/a/D13rknkQC

Polecenie 3

Rozwiagz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Liczba 682 dzieli sie przez &:

‘takDHnieC]’

Wiadomo, Ze liczba 97 jest liczba pierwsza. Liczba 972 — 1 dzieli sie przez:

‘24@”48@’

lloczyn pieciu kolejnych liczb catkowitych dzieli sie przez:

50 0)

Istnieje taki zbior pieciu kolejnych liczb catkowitych, ktérych iloczyn dzieli sie przez kazda

liczbe naturalna:

‘tak[j”nie[j’

Liczba 4% + 47 + 48 dzieli sie przez 21:

‘tak[j”nie[j’




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 dzieli sie przez 81.

Cwiczenie 2 @
Wykaz, ze jezeli n jest liczba nieparzysta to liczba (n — 1)(n + 1)(n + 3) jest liczba
podzielng przez 48.

Cwiczenie 3 @

Wykaz, ze liczba 213 + 215 4+ 217 jest podzielna przez 21.

Cwiczenie 4 Q@

lloma zerami konczy sie podana liczba? Wpisz liczbe kolejnych zer liczac od rzedu jednosci.
Jesli brak wpisz "0".

Liczba w postaci silni Liczba koncowych zer

4]

5!

9!

10!

14!

15!

23!

30!




Cwiczenie 5 O

Udowodnij, ze liczba 16! jest podzielna przez 21°.
Cwiczenie 6 O

Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych dzieli sie przez:

2O)0)E0]

Prawda jest, ze:

‘ Jedli liczba dzieli sie przez 2 i 6, to dzieli sie przez 12. ] ’

‘ Jedli liczba dzieli sie przez 12, to dzieli sie przez 3 i przez 4. ] ’

‘ Jedli liczba dzieli sie przez 4 i 3, to dzieli sie przez 12. ] ’

lloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych dzieli sie przez:

3 [j]\s 0 \4![]]

Dla liczb pierwszych p i g prawda jest, ze:

Jedli liczba dzieli sie przez p i g, to dzieli sie przez pq. ] ’

Jesli liczba dzieli sie przez pq, to dzieli sie przez p i przez q. [ ] H NWD(p, q)=1[] ’

Liczba 29! jest podzielna przez:

100000 [ || 1000000 (] || 10000000 [ |




Cwiczenie 7

Suma trzech liczb catkowitych jest nieparzysta. Wéwczas:

() Ichiloczyn jest nieparzysty.
() Przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta

() Ichiloczyn jest parzysty.

Cwiczenie 8

Wykaz, ze réwnanie 62 + 14 = 21y2 nie ma rozwigzan catkowitych.



Cwiczenie 9 @

Wykaz, ze liczba (1 + 2013%) (1 + 2013*) jest dzielnikiem liczby
1+ 2013 + 20132 + 20133 + 2013* + 2013° + 2013% 4 20137,
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzyma¢ dowdd powyzszego twierdzenia.

Zaczniemy od zamiany kolejnosci sktadnikdw w rozwazanej sumie:

14 20132 + 2013 + 2013° + 2013* + 2013° + 2013° + 2013". v
Jeszcze raz mozemy wytaczy¢ przed nawias wspolny czynnik .
(14 2013%)(1 + 2013)(1 + 2013*). v
Ponownie mozemy wytaczy¢ przed nawias wspoélny czynnik: .
(14 2013%) (1 + 2013 + 2013* + 2013°). v
W drugim nawiasie rowniez mozemy potaczy¢ sktadniki w pary: R

(14 2013%) - [(1 +2013) + (2013* + 2013°)].

Z drugiej, trzeciej i czwartej pary mozemy wytgczy¢ wspodlne czynniki przez
nawias: a
(1+2013%) + 2013 - (1 + 2013%) + 2013* - (1 + 2013%) +2013° - (1 + 2013°%)~

Powyzsze wyrazenie przeksztatca sie do postaci

2014 - (1 +2013%) (1 + 2013%). 7
Dwa ostatnie sktadniki majg wspdlny czynnik w postaci 20134, ktory mozemy
wytaczyc¢ przed nawias otrzymujac =
(1+2013%) - [(1+2013) +2013* - (1 + 2013)].

Potaczmy sktadniki w pary: R
(14 2013%) + (2013 + 2013%) + (2013* 4 2013%) + (2013° + 20137). v
Poniewaz kazdy z czynnikdw powyzszego iloczynu jest liczbg naturalna, wiec R

rozwazana liczba jest podzielna przez (1 + 20132) (1 + 20134).

Przeksztatcimy wyrazenie:

114



1+ 2013 + 20132 + 2013° + 2013* + 2013° + 2013°% + 2013,

Cwiczenie 10 @
Udowaodnij, ze liczba (n2 — 4) (n3 — n) jest podzielne przez 5 dla dowolnej liczby

catkowitej n.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowody dotyczace podzielnos$ci liczb catkowitych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz: a) dowod podzielnosci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych, b) dowo6d wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5

daje reszte 3, to jej trzecia potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

e kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

e kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

e kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

e Udowodnisz twierdzenia dotyczgce podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych.

e Wykorzystasz wlasnosci podzielnoSci w zbiorze liczb catkowitych.



Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e Sniegowa kula;

e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna/tablica, pisak/kreda.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg

poruszane podczas lekcji.

Faza wstepna:



1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegdétowo w temat lekcji: ,Dowody dotyczace
podzielnosci liczb catkowitych” i jej cele. Moze postuzy¢ sie wySwietlong na

tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego

sie uczniowie chcg dowiedziec? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja”, wybrany uczen czyta tres¢
polecenia nr1,Przeanalizuj dowody twierdzen zawarte w ponizszej animacji”. Po
zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia,

najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen

omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,41 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwiazania. Nauczyciel w razie

potrzeby uzupetnia informacje.

4. Cwiczenia numer 6,7 i 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia

je nauczyciel.
Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy w temacie

,2Dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych”.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajq si¢ w pary i opracowujg
zadania analogiczne do ¢wiczen 71i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajg

je do siebie mailem, rozwigzujq i na nastepnej lekcji porownujg wyniki.



Materialy pomocniczze

Liczby naturalne, calkowite i wymierne

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy
powtorzeniu materiatu w temacie ,Dowody dotyczgce podzielnosci liczb
catkowitych”


file:///a/D4b3NwntD

