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Dwie proste na ptaszczyznie sg rownolegte, gdy sie pokrywaja lub nie przecinaja sie.
Identycznie jest z wykresami funkciji liniowych. W materiale omowimy warunek
rownoleglosci prostych, ktore sa wykresami funkciji liniowych. Opierajgc si¢ na wiedzy
teoretycznejoraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz warunek, jaki muszg spetnia¢ wzory funkciji liniowych, aby proste, bedace
wykresami tych funkcji byly rownolegte.

o Wyznaczysz wartosci parametrow we wzorach funkciji liniowych, dla ktorych proste,
bedace wykresami tych funkciji s rownolegte.

» Zastosujesz warunek rownoleglosci prostych, bedgcych wykresami funkciji liniowych

do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Juz wiesz
Funkcje okreslong wzorem
f(z) = ax + b,

gdzie:
a, b € R, nazywamy funkcjg liniowa.

Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

Liczbe a wystepujaca we wzorze funkciji liniowej nazywamy wspotczynnikiem
kierunkowym, liczbe b wyrazem wolnym.

Twierdzenie: rownolegtosc prostych, bedacych wykresami funkcji liniowych

Proste, bedace wykresami funkcji liniowych okreslonych wzorami f(x) = a;z + by oraz
f(z) = asx + by sg rownolegle, gdy zachodzi warunek:

a; = as.

Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, ze proste opisane rOwnaniami
Y1 = a1 - ¢ + by oraz ys = ay -  + by, bedace wykresami funkciji liniowych, sa réwnolegte,
gdy maja ten sam wspotczynnik kierunkowy a.
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Wazne!



Proste, bedace wykresami funkcji liniowych okreslonych wzorami f;(z) = b; oraz
fa(x) = by, gdzie by, by € R s3 zawsze prostymi rownoleghymi.

YA

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono proste rownolegle, bedace wykresami funkciji liniowych.
Wyznaczymy wzory tych funkcij.

Y

/Mw
S
I
—
=,

|
w

|
N

|
—
o
—
N
w
N
(&)}
\‘

Rozwiazanie

Niech f(z) = ax + b.


javascript:void(0);

Do wykresu funkcji naleza punkty o wspotrzednych (5,0) i (0, 1), zatem do wyznaczenia
wartosci wspotczynnikow a i b rozwiazujemy uktad rownan:

O=a-5+b

l=a-0+b
Wobec tego a = —% oraz b = 1. Funkcja
g jest okreslona wzorem f(z) = —+z + 1.

Niech g(z) = az + b1.

Proste, bedgce wykresami funkcji f i g sg rownolegle, zatem a = —%.

Wykres funkcji g przecina o$ rzednych w punkcie (0, —2), zatem by = —2.
1

Funkcja g jest okreslona wzorem g(z) = — sz — 2.

Przyktad 2

Dane sa funkcje liniowe okreslone wzorami: fi(z) = 0,4z — 2, f2(z) = —V2z — 2,
fs(z) = =52 +3, fu(z) = —z, fs(z) = —z +8, fo(z) = Fz - 3.

Wypiszemy pary wzorow funkcji liniowych, ktorych wykresy sg prostymi rownolegtymi.

Rozwiazanie

Pary wzoréw funkciji liniowych, ktorych wykresy sg prostymi réwnolegtymi: f; i fg, f2 1 f3
Jaifs.

Przyktad 3

Okreslimy, dla jakiej wartos$ci parametru m proste, bedace wykresami funkciji liniowych
zadanych wzorami f(z) = (3m — 2)x + 5 oraz g(x) = (—m + 3)x + 1 sa rownolegle.

Rozwiazanie

Proste, bedace wykresami funkcji liniowych sg rownolegte, gdy wspotczynniki
kierunkowe a we wzorach tych funkcji sg takie same.

Zatem do wyznaczenia wartoSci parametru m rozwigzujemy rownanie:
3m — 2 = —m + 3, wobec tegom = %.

Przyktad 4



Wyznaczymy wzor funkciji liniowej g, jezeli prosta, bedgca wykresem tej funkciji jest
réwnolegta do prostej, bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem f(z) = %:c — 1 oraz
do wykresu funkciji g nalezy punkt o wspoirzednych (l, %)

Rozwiazanie

Oznaczmy funkcje g wzorem g(z) = ax + b.

Poniewaz proste, bedgce wykresami funkcji fi g sg rownolegte, zatem a = %.

Funkcja g jest okreslona wzorem g(z) = + + b,

Poniewaz punkt o wspoirzednych (1, %) nalezy do wykresu funkciji g, zatem do

wyznaczenia wartosci b rozwigzujemy rownanie:

% = %-1+b,wobectegob:
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m+%.

N

Funkcja g jest okreslona wzorem g(z) =
Przyktad 5

Proste, bedgce wykresami funkcji f, g, b, k po przecieciu w punktach A4, B, C'i D
utworzylty romb ABCD, jak na ponizszym rysunku.

Wyznaczymy wzory tych funkcii.

Rozwiazanie



Wiemy, ze proste, bedgce wykresami funkcji utworzyly romb. Mamy stad dwie pary
prostych rownoleglych, bedacych wykresami funkcji liniowych: fi goraz hi k.

Wyznaczymy wzor funkcji f.

Niech f(z) = ax + b. Do wykresu tej funkcji nalezg punkty o wspotrzednych (0, 3) i
(1,5).

Zatem do wyznaczenia warto$ci a i b rozwigzujemy uklad réwnan:

3=a-0+0b
5=a-1+0b

Wobec tegoa = 2ib = 3.
Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = 2z + 3.
Wyznaczymy wzor funkciji g.

Poniewaz prosta, bedgca wykresem funkciji f jest rownolegla do prostej, bedace;j
wykresem funkciji g, to a = 2.

Zatem g(x) = 2z + b.

Z wykresu funkcji mozemy odczytac, ze nalezy do niego punkt o wspotrzednych (3, 3),
wobec tego do wyznaczenia wartosci b rozwigzujemy rownanie:

3=2-3+0b,zatemb= —3.

Funkcja g jest okres$lona wzorem g(z) = 2z — 3.

Wyznaczymy wzor funkciji h.

Niech h(z) = az + .

Do wykresu tej funkcji nalezg punkty o wspotrzednych (0,3) i (—1,5).
Zatem do wyznaczenia warto$ci a i b rozwigzujemy uktad réwnan:

3=a-0+0b
5=a-(-1)+b

Wobec tegoa = —2 oraz b = 3.
Funkcja h jest okre$lona wzorem h(z) = —2z + 3.
Wyznaczymy wzor funkciji .

Niech k(x) = ax + b.



Poniewaz prosta, bedgca wykresem funkciji f jest rownolegta do prostej, bedace;j
wykresem funkciji g, toa = —2.

Zatem k(x) = —2z + b.

Z wykresu funkcji mozemy odczytac, ze nalezy do niego punkt o wspotrzednych (—3, 3),
zatem do wyznaczenia warto$ci b rozwigzujemy rownanie:

3=1(—2)-(—3) + b, wobec tego b = —3.

Funkcja k wyraza si¢ wzorem k(z) = —2z — 3.

Stownik
proste réwnolegte

wykresy funkcji liniowych o takim samym wspotczynniku kierunkowym



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie zwrd¢ uwage na wartosci wspotczynnikéw we wzorze funkcji
liniowej oraz potozenie prostych, ktére sg wykresami tych funkciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D157zm2k0

Polecenie 2

Dane s3 wzory funkcji liniowych fi g. Wstaw takie liczby, aby proste, bedace wykresami tych
funkcji byty réwnolegte.

a) f(x) =0,4z — 2ig(x) = _
b) f(z) = 2,5z — 1i g(z) :::::::;:;:;:::E.m i
o) f(z) = —3¢ + 5ig(z) = x .
d) f(z) =3z —8ig(x) = ac L



https://zpe.gov.pl/a/D157zm2k0

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz poprawng odpowiedz.

Proste, bedace wykresami funkgji liniowych okreslonych wzorami f(z) = mx + 1 oraz
f(z) = —max + 2:

() nie sg réwnolegte.

() saréwnolegte, gdy m = 1.

() saréwnolegte, gdy m = 0.



Cwiczenie 2 @)

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

YA

5 4 3 -2

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Proste, przedstawione na rysunku, bedace wykresami funkcji liniowych nie sg
rownolegte.

O

Proste, przedstawione na rysunku, bedace wykresami funkcji liniowych sa
rownolegte.

Wartos¢ wspotczynnika kierunkowego we wzorze kazdej z tych funkcji wynosi (—2)

0 Wartos¢ wspotczynnika kierunkowego we wzorze kazdej z tych funkcji wynosi
(-7)

2



Cwiczenie 3
Potacz w pary wzory funkcji liniowych, ktérych wykresy sg prostymi rownolegtymi.

f($):(\/§—1)x+l gz)=—2z+1
f(z) = 0,125z + 2 g@%:ﬁ;¢—3
fl) = -3 g(z) =0
f(z) =-3,5z+1 g(z) = 5z —5
Cwiczenie 4

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Pary wzorow funkgcji, ktérych wykresy sg prostymi

rownolegtymi:

flz) = -2z +2i
g(z) = gz +4
f(z) =0,6x+ 1i
g(z) = %33—2

Pary wzorow funkgcji, ktérych wykresy nie sg prostymi
rownolegtymi:

f@):i%m+3i
g(z) = V3z -3




Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli proste, bedace wykresami funkcji liniowych okreslonych wzorami

f(z) = (—m — 1)z + 2 oraz g(x) = (m + 3)x — 1 sa réwnolegte, to m :

Jezeli proste, bedace wykresami funkcji liniowych okreslonych wzorami f(x) = %x —1

HIEISNEN0




Cwiczenie 6

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

YA

5 4 3 -2

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Na rysunku przedstawiono proste rownolegte, bedgce wykresami funkcji liniowych

okreslonych wzorami f(z) = ajz + by oraz g(z) = asx + by. Woéwczas:

a; = ’

b =| |

a =| !

- r

Cwiczenie 7 @

Wyznacz wzdr funkcji liniowej g, jezeli wiadomo, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
o wspdtrzednych (3, —4) oraz prosta, bedaca wykresem tej funkgji jest réwnolegta do prostej,
bedacej wykresem funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x) = —3x + 2.



Cwiczenie 8 @

Okresl, dla jakiej wartosci parametru m proste, bedgce wykresami funkcji liniowych zadanych

wzorami f(z) = (§m — §)z + 3orazg(z) = (—m — %) + 2 s3 réwnolegte.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownoleglos¢ wykresow funkcji liniowych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

5) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla warunek, jaki musza spelnia¢ wzory funkciji liniowych, aby proste, bedace ich
wykresami byly rownolegte;

» wskazuje na podstawie wzorow funkciji liniowych te, ktorych wykresy sa prostymi
rownolegtymi;

e wyznacza wartosci parametrow we wzorach funkciji liniowych, dla ktorych proste,
bedace wykresami tych funkcji sa rownolegte;

 stosuje warunek rownolegtosci prostych, bedacych wykresami funkcji liniowych do
rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



» metoda krokodyla;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Rownolegtos¢ wykresow funkcji liniowych”,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Aplet”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz sie”
metoda krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu
rzeki” i ,ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
w sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg zadania na forum klasy.

5. Uczniowie rozwiazujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6,71 8 w sekcji ,Sprawdz si¢”
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Rownolegltos¢ wykresow funkciji liniowych”).

Materialy pomocnicze:
» Proste rownolegle, proste prostopadie.

Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekciji ,Aplet” mozna wykorzystac jako powtorzenie wiadomosci w zakresie
badania rownolegtosci wykresow funkcji liniowych lub do wyznaczania liczby miejsc
zerowych funkciji liniowej okre$lonejwzorem f(x) = ax + b, w zaleznosci od wartosci
wspotczynnikow a i b.
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