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Pojeciem blisko zwigzanym z najwi¢kszym wspolnym dzielnikiem jest najmniejsza wspolna
wielokrotnos¢. W tejlekcji skupimy si¢ na wyznaczaniu najmniejszej wspolnej

wielokrotnosci liczb naturalnych, ale analogicznie definiuje si¢ to pojecie dla wyrazen
algebraicznych ze szczegdolnym uwzglednieniem wielomianow. Jednym z pierwszych
momentoéw w Twojej edukacji matematycznej, kiedy spotkates sie z tym terminem, byta
zapewne nauka dodawania i odejmowania utamkow zwyktych o réoznych mianownikach.
Aby te dzialania wykonac, potrzebowate$§ wspolnego mianownika rozwazanych utamkow.
Staramy sie, aby byl on najmniejszy, ale w praktyce bywa roznie.

Twoje cele

» Wyznaczysz najmniejsza wspolng wielokrotno$¢ liczb naturalnych.
» Wykorzystasz zalezno$¢ miedzy najmniejsza wspolna wielokrotnoscig, a najwigkszym
wspolnym dzielnikiem dwoch liczb naturalnych.




Przeczytaj

W materiale “Dzielniki i wielokrotnosci” przyjeliSmy nastepujaca definicje:
Definicja: Wielokrotnosc liczby naturalnej n

Wielokrotno$cig liczby naturalnej n nazywamy kazdy iloczyn n przez dowolna liczbe
naturalna.

Przyktad 1

Wprost z definicji wynika, ze wielokrotnosciami liczby 6 sa liczby: 0, 6, 12, 18, 24, 30, 36,
42, ...

Za$ wielokrotno$ciami liczby 4 s3 liczby: 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, . ..
Wspolnymi wielokrotno$ciami liczb 6 i 4 sg liczby: 0, 12, 24, 36, . ..

Najmniejsza wspolng wielokrotnoscig liczb 6 i 4 jest 0.

Najmniejsza dodatnig wspolng wielokrotnos$cig liczb 6 i 4 jest 12.

Definicja: Najmniejsza wspodlna wielokrotnos¢ dodatnich liczb naturalnych a i b

Najmniejsza wspolng wielokrotnos$cig dodatnich liczb naturalnych a i b jest najmniejsza
dodatnia liczba naturalna, ktora jest podzielna przez kazda z liczb a i b.

Analogiczng definicje mozna sformutowac dla wiecejniz dwoch liczb naturalnych.

Definicja: Najmniejsza wspodlna wielokrotnos$¢ dodatnich liczb naturalnych

Najmniejsza wspolna wielokrotno$§¢ dodatnich liczb naturalnych a i b oznaczamy
NWW(a, b).

Wyznaczanie najmniejszej wspolnej wielokrotno$ci metoda pokazang w przyktadzie 1 moze
by¢ uciagzliwe. Dlatego zwykle wykorzystujemy w tym celu rozklady na czynniki pierwsze.

Przyktad 2

Rozwazymy kilka przyktadow:

NWW (2, 5) =2-5 =10, bo 10 to najmniejsza liczba podzielna przez 2 i 5.
NWW(2, 5, 3) =2-5-3 =30, bo 30 to najmniejsza liczba podzielna przez 2, 5 i 3.

NWW(23, 52) = 23 . 5% = 200, bo 200 to najmniejsza liczba podzielna przez 23 i 52.




NWW (2° -5, 2*.5%) = 2*.5* = 10000, bo 10000 to najmniejsza liczba podzielna
przez 23 - 5% i 2% . 52,

NWW (2%.5%.72, 24.32.5%) =24.54.72.32 bo2*. 5% . 72 3% to najmniejsza liczba
podzielna przez 23 - 5% - 72i 2% . 3% . 52,

Zwro¢ uwage, ze rozktad na czynniki pierwsze najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb a
i b zawiera tylko i wylacznie liczby pierwsze pochodzace z rozkladow liczb a i b.

Ponadto najmniejsza wspolna wielokrotnosc liczb, ktore sg wzglednie pierwsze, jest rowna
ich iloczynowi.

Przyktad 3
Wyznaczymy najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ liczb 2250 i 945.

Zaczniemy od rozktadu obu liczb na czynniki pierwsze:
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Zatem 2250 = 2-32 .53 0oraz 945 = 33 .5 - 7.

Aby liczba dzielita sie przez 2250, musi dzieli¢ si¢ przez 2, drugg potege liczby 3 i trzecia
potege liczby 5.

Aby liczba dzielita si¢ przez 945, musi dzieli¢ si¢ przez 5, 7 i trzecig potege liczby 3.

Najmniejsza liczba podzielna przez 22501 945 to 2 - 3% - 5% - 7 = 47250.

Zatem NWW (2250, 945) = 47250.
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Zauwazmy, ze aby wyznaczy¢ najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ dwoch liczb, wystarczy
roztozy¢ obie na czynniki pierwsze, a nastepnie pomnozy¢ wszystkie czynniki tworzace

rozklad jednejz rozwazanych liczb przez te czynniki z rozkladu drugiej, ktorych brakuje

w rozkladzie tej pierwsze;j.

Przyktad 4
Wyznaczymy najmniejszq wspolng wielokrotnos$c liczb 18, 75 oraz 35.

Zauwazmy, ze:
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Aby liczba dzielita si¢ przez 18, musi dzieli¢ si¢ przez 2 i drugg potege liczby 3.
Aby liczba dzielita si¢ przez 75, musi dzieli¢ si¢ przez 3 i drugg potege liczby 5.
Aby liczba dzielita si¢ przez 35, musi dzieli¢ si¢ przez 71 5.

Najmniejsza liczba podzielna przez 18, 75 i 35 to iloczyn liczby 2, drugiej potegi liczby 3,
drugiej potegi liczby 5 i liczby 7.

Zatem NWW (18, 75, 35) = 2-32-52 .7 = 3150.

Rozwazmy liczby naturalne dodatnie a i b. Kazdg z nich mozna zapisa¢ jako iloczyn ich
najwiekszego wspolnego dzielnika oraz pewnejliczby naturalne;j.

Zatem:a=k-dib=m-d

gdzie:
kim - sa liczbami naturalnymi, zas d = NWD(a, b).

Zauwazmy, ze liczby k i m sa wzglednie pierwsze (bo gdyby ki m mialy dzielnik p wigkszy
od 1, towowczas NWD(a, b) =d-p > d).



Wrynika stad, ze NWW (a, b) = k - d - m. Jesli pomnozymy obie strony powyzszej rownosci
przez d, otrzymujemy d - NWW (a, b) = k-d-m-d, czyli
NWD(a, b) - NWW(a, b) =a-b.

Bardzo czesto stosowang praktykg jest wyznaczanie najwiekszego wspolnego dzielnika
dwoch liczb za pomoca algorytmu Euklidesa, a nastepnie obliczanie najmniejszej wspolnej
wielokrotnosci z przeksztalconej postaci ostatniej rownosci:

_ ab
NWW(a, b) = 5wy
Przyktad 5
Obliczymy NWW (225, 420) korzystajgc ze wzoru NWW (a, b) = WM.

Najpierw zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczy¢ NW D(225, 420):
420 =1-225+195

225 =1-195+ 30

195 =6-30415

30=2-15+0

Zatem NW D(225, 420) = 15.

Stad NWW (225, 420) = 222220 — 6300,

Przyktad 6

Udowodnimy, ze wzér NW D(a, b, ¢) - NWW(a, b, ¢c) = a-b- cnie jest prawdziwy dla
dowolnych liczb naturalnych a, b, c.

Rozwazmy liczby 6, 8 i 10.

Woweczas tatwo sprawdzi¢, ze NWD(6, 8, 10) = NWD(3 2,23 2. 5) = 2 oraz
NWW(6, 8, 10) = NWW (3-2, 2°, 2-5) =3-2-.2%.5 = 120.

Woéwczas NWD(6, 8, 10) - NWW (6, 8, 10) = 2 - 120 = 240, za$ 6 - 8 - 10 = 480,

zatem NWD(6, 8, 10) - NWW (6, 8, 10) # 6 - 8 - 10.

Jesli chcemy obliczy¢ najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ trzech liczb naturalnych, mozemy
najpierw wyznaczy¢ najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ w dwoch sposrod trzech podanych
liczb, a nastepnie najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ liczby w i trzeciej z rozwazanych
liczb. Innymi stowy zachodzi zalezno$c:
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NWW(a, b, c) = NWW(a, NWW (b, c))

Stownik
najmniejsza wspolna wielokrotnos¢

najmniejsza wspolna wielokrotno$cig dodatnich liczb naturalnych a i b nazywamy
najmniejsza dodatnig liczbe naturalng, ktora jest podzielna przez a i przez b

najwiekszy wspolny dzielnik

najwiekszym wspoélnym dzielnikiem liczb naturalnych a i b nazywamy najwiegksza liczbe

naturalng dodatnig, ktora dzieli liczbe a i liczbe b



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Utéz domino.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dpv6IR8nE

Polecenie 2

Stworz szes¢ kostek domina, na ktorych znajda sie przyktady dotyczace najwiekszego
wspolnego dzielnika i najmniejszej wspodlnej wielokrotnosci liczb naturalnych. Daj swoje

domino do utozenia koledze z klasy.


https://zpe.gov.pl/a/Dpv6IR8nE

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1

Wyznacz najmniejszg wspdlng wielokrotnos$¢
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Cwiczenie 2

Wyznacz najmniejszg wspdlng wielokrotnos$¢ dla podanych zestawow liczb.

a)

196
93
19

I
1

b)

105
30

~ =1 Do DO

O

—~J W DO DO

N

126

o)

-~J W W DO



Cwiczenie 3

Wykorzystujac rozktady na czynniki pierwsze, wyznacz najmniejszg wspoélng wielokrotnosé
NWW (a, b) dla podanych par liczb. Potacz w pary.

Cwiczenie 4

Wykorzystujac rozktady na czynniki pierwsze, wyznacz najmniejsza wspoélng wielokrotnosé

a = 42,
a =18,
a=24,
a = 28,
a = 36,
a =34,

b=3b
b= 46
b= 36
b= 32
b=48
b=8b

224
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72

144

dla podanych zestawoéw liczb. Uzupetnij tabelke wpisujac poprawne liczby.

Liczba a

10

6
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Liczba b
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Liczba ¢
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NWW(a, b, c)




Cwiczenie 5

Wykorzystujac zaleznos¢ miedzy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem i najmniejszg wspolng
wielokrotnoscig dwéch liczb naturalnych oraz algorytm Euklidesa, wyznacz najmniejsza
wspolng wielokrotnosé dla podanych par liczb.

a)96i 122

b) 881120

Cwiczenie 6

Rozwiagz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Prawda Fatsz

Najmniejsza wspdlna

wielokrotnos¢ dwoch
réznych liczb pierwszych O O
jest réwna ich iloczynowi.

Najmniejsza wspodlna

wielokrotnos¢ dwaoch liczb

wzglednie pierwszych jest O O
rowna ich iloczynowi.

Najmniejsza wspdlna

wielokrotnosc trzech liczb

wzglednie pierwszych jest O O
rowna ich iloczynowi.

Najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé trzech liczb
parami wzglednie O O
pierwszych jest rowna ich
iloczynowi.

lloczyn najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci
liczb naturalnychiiich
najwiekszego wspdlnego O O
dzielnika jest réwny
iloczynowi rozwazanych
liczb.



Cwiczenie 7

Wyznacz liczby naturalne dodatnie a, b, jesli wiadomo, ze NW D(a, b) = 15, za$
NWW/(a, b) = 360.
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwiazanie powyzszego zadania.

Przy powyzszych oznaczeniach prawda jest, ze NW D(a, b) = 15 - k - m.

Poniewaz NW D(a, b) = 15, zatem liczby a i b sa postaci a = 15k, b = 15m, gdzie

k i m sa pewnymi liczbami naturalnymi.

Wowczas mozliwe pary liczbaibto:a =15-1=15ib = 15-24 = 360,
a=15-24=360ib=15-1=15,a=15-3=45ib=15-8 = 120,
a=15-8=120ib =153 = 45.

Zatem szukamy takich wzglednie pierwszych liczb naturalnych dodatnich ki m,
ktorych iloczyn jest réwny 24.

Po podzieleniu obu stron powyzszego réwnania przez 15 otrzymujemy réwnanie
24 = k- m.

Mozliwe pary liczb k i m spetniajgce powyzsze warunkito 1124 lub 3i 8.

Zauwazmy, ze liczby k i m sa liczbami wzglednie pierwszymi, czyli
NWD(k, m) = 1.

Zgodnie z trescig zadania 360 = 15 - k - m.

Cwiczenie 8

Najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ dwaéch liczb naturalnych jest réowna 432, zas ich

najwiekszy wspolny dzielnik to 24.

Wyznacz te liczby.
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Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie
trudniejsze niz: a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych, b)

......

dzieleniu przez 5 daje reszte 2;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Wyznaczysz najmniejszg wspolng wielokrotno$¢ liczb naturalnych.
o Wykorzystasz zalezno$¢ migedzy najmniejszg wspolna wielokrotnoscia, a najwigekszym
wspolnym dzielnikiem dwoch liczb naturalnych.

Strategie nauczania:

e strategia asocjacyjna;
 strategia problemowa.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» ekspozycja;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Najmniejsza wspolna wielokrotno$¢” oraz celow
lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Ut6z domino.” z sekcji ,,Gra edukacyjna”.
Uczniowie zapoznajq si¢ z trescig materiatu, nastepnie na forum klasy wspolnie
wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3g przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Najmniejsza wspolna wielokrotnosc”).



Materialy pomocnicze:
Wielokrotnosci i dzielniki liczb naturalnych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢”.
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