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Matematycy, od zarania dziejow, rozwazali rézne przyporzadkowania, rowniez
jednoznaczne. Starozytni Egipcjanie, Grecy, Babilonczycy zapisywali je poczatkowo jako
algorytmy obliczen.

Starozytna matematyka nastawiona byta na obliczanie konkretnych wartosci, wynikajacych
z sytuacji rzeczywistych. Wyposazona byta w utatwiajgce obliczenia tablice pierwiastkow
kwadratowych i trzeciego stopnia, w tablice astronomiczne, tablice mnozenia ulamkow,
tablice odwrotnosci liczb itd. Byla to bardzo pragmatyczna matematyka, w ktorej nie byto
miejsca na pojecie abstrakcyjne, jakim jest funkcja.

Dopierow wieku XVII przyporzadkowanie jednoznaczne zyskuje nazwe. Angielski fizyk
i matematyk Isaac Newton nazywa je ,fluentg”. Filozof i matematyka Gottfrid Leibniz
wprowadza nazwe ,funkcja”

Twoje cele

e Podasz przyklady przyporzadkowan.
e Odroznisz te przyporzadkowania, ktore sa funkcjami.
o Udowodnisz, ze dane przyporzadkowanie jest funkcja.




Przeczytaj

Pojecie funkciji jest obecnie jednym z najwazniejszych poje¢ matematyki. Za pomoca funkcji
mozna opisywac wiele zjawisk z otaczajgcego nas Swiata. Rowniez fizycy, chemicy, biolodzy
czesto postuguija sie funkcjami, chcac zobrazowa¢ zaobserwowane prawidtowosci.

Aby zrozumiec istote funkcji, przeanalizujmy najpierw kilka przyktadow.
Przyktad 1

Rozwazmy dwa zbiory.

1. Zbior pierwszy, ktorego elementami sg wszystkie panstwa swiata. Oznaczmy go literg
A.
2. Zbior drugi, do ktérego naleza wszystkie miasta Swiata. Oznaczymy go literg B.

Mozemy utworzy¢ kilka przyporzadkowan elementom jednego zbioru, elementow
drugiego zbioru.

» Pierwsze przyporzadkowanie: kazdemu panstwu $wiata przyporzadkujemy miasta,
ktore znajduja sie na jego terytorium.
Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowalismy kilkanascie elementéw zbioru
B.

e Drugie przyporzadkowanie: kazdemu panstwu Swiata przyporzadkujemy miasto,
ktore jest jego stolica.
Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowaliémy dokladnie jeden element

zbioru B.
Przyktad 2

Dane s3 dwa zbiory.

Zbior wszystkich samochodéw zarejestrowanych w Polsce. Oznaczmy ten zbidr literg A.
Zbior kodow liczbowo-literowych. Kody liczbowo-literowe zbudowane s3 z roznej liczby
liter i liczb, np. ABC124567, 365789 NG, hh12456, GH21ELA itd. Oznaczmy ten zbior przez
B.

Utworzmy rozne przyporzadkowania elementow jednego zbioru elementom zbioru
drugiego.

o Pierwsze przyporzadkowanie: kazdemu samochodowi zarejestrowanemu w Polsce
przyporzadkowano kod liczbowo-literowy, ktory jest jego numerem rejestracyjnym.
Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowaliémy dokladnie jeden element
zbioru B.
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e Drugie przyporzadkowanie: kazdemu kodowi liczbowo-literowemu
przyporzadkowujemy samochod zarejestrowany w Polsce. Niektorym elementom
zbioru B przyporzadkowali$my dokladnie jeden element zbioru A.

Przyktad 3

Dane sg dwa zbiory.

Zbior pierwszy, ktorego elementami sg wszystkie miasta w Polsce. Oznaczmy go litera A.
Zbior drugi, ktéorego elementami sg wszystkie numery kodow pocztowych. Oznaczymy
go litera B.

Utworzmy rozne przyporzadkowania elementéw jednego zbioru elementom zbioru
drugiego.

e Przyporzadkowanie pierwsze: kazdemu miastu w Polsce przyporzagdkowujemy
numer kodu pocztowego. Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowali$my
elementy zbioru B.

e Przyporzadkowanie drugie: kazdemu numerowi kodowemu przyporzadkowujemy
miasto w Polsce. Kazdemu elementowi zbioru Bprzyporzadkowali$my dokladnie

jeden element zbioru A.

Czy kazde, z podanych w przyktadach przyporzadkowan to funkcja? W odpowiedzi na to
pytanie pomoze nam w tym ponizsza definicja.
Definicja: definicja funkcji

Dane sg dwa niepuste zbiory: X i Y. Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y nazywamy
przyporzadkowanie, ktore kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowuje dokladnie

jeden element zbioru Y. Symbolicznie oznaczamy f : X — Y i czytamy ,funkcja f
odwzorowuje zbior X w zbior Y.

e Zbior X nazywamy dziedzing funkciji, a jego elementy  argumentami funkciji.
e Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkciji.

Kazdy element y zbioru Y, ktory zostat przyporzadkowany co najmniej jednemu
argumentowi & nazywamy wartos$cig funkcji f dla argumentu , co zapisujemy symbolicznie
y = f(x). Zbiodr tych elementéw y nazywamy zbiorem wartosci funkcii.

Analizujgc definicje funkcji mozemy zauwazyc ze:

e kazdemu elementowi dziedziny odpowiada dokladnie jedna warto$¢ nalezaca do
przeciwdziedziny,

 zbidr warto$ci moze by¢ zbiorem jednoelementowym,

» zbior wartosci funkcji jest podzbiorem przeciwdziedziny funkciji.

Przyktad 4


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Utworzmy dwa zbiory: zbior X, ktorego elementami sg imiona uczniow, zbior Y, ktorego
elementami s3 przedmioty egzaminacyjne.

X ={Ania, Zosia, Jacek, Michat}.
Y ={chemia, biologia, historia, geografia, fizyka, informatyka}.

Przyporzadkowanie, ktoére imionom uczniéw przypisuje przedmioty egzaminacyjne,
zdawane na maturze nie jest funkcja. Na przyklad elementowi Ania przyporzadkowane sg

dwa elementy ze zbioru Y: chemia, fizyka.
Przyktad 5

Utworzmy zbiory X i Y. X - zbior wszystkich tréojkatow. Y - zbidr odcinkow, ktore moga
by¢ wysoko$ciami w tréjkacie. Przyporzadkowanie, ktore trojkatowi przyporzadkowuje
jego wysokosci nie jest funkcja - jednemu trojkatowi mozemy przyporzadkowa¢ nawet
trzy rozne odcinki (wysokosci).

Przyktad 6

Przyktadem funkciji jest na przyktad przyporzadkowanie, ktore kazdej osobie przypisuje
jejnumer PESEL.

Stowniczek
funkcja

dane s3 dwa niepuste zbiory X i Y. Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y nazywamy
przyporzadkowanie, ktore kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowuje dokladnie
jeden element zbioru Y

zbior wartosci funkcji

zbior tych elementow przeciwdziedziny funkcji, ktore zostaty przyporzadkowane co
najmniej jednemu elementowi z dziedziny funkcji




Audiobook

Polecenie 1
Zapoznaj sie z ponizszym audiobookiem. Poznasz historie powstania pojecia ,funkcja”.
Poznasz réwniez przyktady przyporzadkowan jednoznacznych, z ktérymi mozna

spotkac sie w zyciu codziennym. Przeanalizuj je uwaznie.

Polecenie 2
Podaj przyktady trzech przyporzadkowan, ktére sg funkcjami. Okresl dziedzine i zbidr

wartosci kazdej z tych funkgji.
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Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3
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Cwiczenie 6

W poziome wiersze wpisz odgadniete nazwiska uczonych. Litery z zaznaczonej

kolumny, czytane pionowo, utworzg hasto.

1. Matematyk z Pizy.

2. Podal pierwszg formalng definicje funkc;ji.

3. Ulozyt tablice logarytmow naturalnych.

4. Imi¢ uczonego z Oresme.

5. Podat og6lng definicje funkcii.

6. Stworzyl prostokatny uktad wspoétrzednych.

7. Podzielit funkcje na algebraiczne i przestepne.
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Cwiczenie 7

Cwiczenie 8



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Czy kazde przyporzadkowanie jest funkcja?

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

1. okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze r6znymi wzorami na réznych przedziatach).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

1. kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij,

2. kompetencje w zakresie wielojezycznosci,

3. kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

4. kompetencije cyfrowe,

5. kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisze jezykiem matematyki zjawiska z otaczajgcego Swiata,
» poda przyktady roznych przyporzadkowan,

e odrozni te przyporzadkowania, ktore sg funkcjami,

» udowodni, ze dane przyporzadkowanie jest funkcja.

Strategie nauczania - konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem filmu edukacyjnego i ¢wiczen interaktywnych
e burza mozgow
o dyskusja

Formy zajeé:



praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zaje¢:
Faza wprowadzajgca:

1. Przed lekcja grupa chetnych uczniow przygotowuje krotka prezentacje multimedialng
dotyczacg roéznego rodzaju przyporzadkowan.

2. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria sukcesu.

3. Uczniowie ogladajg prezentacje przygotowang przez swoich kolegow i kolezanki. Jest
ona wprowadzeniem do lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, podzieleni na szeS¢ grup, analizujg przyklady zamieszczone w czesci
wstepne;.

o Wykonujg ilustracje graficzna kazdego z przyporzadkowan.
» Okreslajg, czy dane przyporzadkowanie jest jednoznaczne, czy nie.

Grupali4:

Przyktad 1.

Mamy dwa zbiory.

Zbior pierwszy, ktorego elementami sg wszystkie panstwa Swiata. Oznaczmy go literg A.
Zbior drugi, do ktorego nalezg wszystkie miasta Swiata. Oznaczymy go literg B.

Mozemy utworzy¢ kilka przyporzadkowan elementom jednego zbioru, elementoéw drugiego
zbioru.

Pierwsze przyporzadkowanie : kazdemu panstwu $wiata przyporzadkujemy miasta, ktore
znajdujg sie na jego terytorium. Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowalisSmy
kilkanascie elementéw zbioru B.



Drugie przyporzadkowanie: kazdemu miastu Swiata przyporzadkujemy panstwo, na
terytorium, ktorego to miasto si¢ znajduje.

Trzecie przyporzadkowanie: kazdemu panstwu $wiata przyporzadkujemy miasto, ktore jest
jego stolicg. Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowaliSmy dokladnie jeden element
zbioru B.

Grupa2i5:
Przykiad 2.
Dane sg dwa zbiory.

Zbior wszystkich samochodéw zarejestrowanych w Polsce. Oznaczmy ten zbior literg A.
Zbior kodow liczbowo-literowych. Kody liczbowo -literowe zbudowane s3 z roznejliczby
liter i liczb, np. ABC124567, 365789 NG, hh12456, GH21ELA itd. Oznaczmy ten zbior przez B.

Utworzmy rozne przyporzadkowania elementow jednego zbioru elementom zbioru
drugiego.

Pierwsze przyporzadkowanie: kazdemu samochodowi zarejestrowanemu w Polsce
przyporzadkowano kod liczbowo- literowy, ktory jest jego numerem rejestracyjnym.
Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowaliSmy doktadnie jeden element zbioru B.

Drugie przyporzadkowanie: kazdemu kodowi liczbowo-literowemu przyporzadkowujemy
samochod zarejestrowany w Polsce. Niektorym elementom zbioru B przyporzadkowaliSmy
dokladnie jeden element zbioru A.

Grupa 31i6:

Przyktad 3.

Wezmy dwa zbiory.

Zbior pierwszy, ktorego elementami sg wszystkie miasta w Polsce. Oznaczmy go literg A.

Zbior drugi, ktorego elementami sg wszystkie numery kodow pocztowych. Oznaczymy go
literg B. Utworzmy rozne przyporzadkowania elementoéw jednego zbioru elementom zbioru
drugiego.

Przyporzadkowanie pierwsze: kazdemu miastu w Polsce przyporzadkowujemy numer kodu
pocztowego. Kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowali$my kilka elementow zbioru
B.

Przyporzadkowanie drugie: kazdemu numerowi kodowemu przyporzadkowujemy miasto
w Polsce. Kazdemu elementowi zbioru B przyporzadkowaliSmy doktadnie jeden element
zbioru A.



2. Po uplywie wyznaczonego czasu uczniowie tgcza si¢ w wigksze grupy i poréwnuja
wyniki swojej pracy. Wspolnie uzgadniajg wnioski i przedstawiajg je na forum klasy.

3. Uczniowie metodg burzy mozgow szukajg odpowiedzi na pytanie: czy kazde
przyporzadkowanie jest przyporzadkowaniem jednoznacznym? Weryfikujg pomysty
i formutuja wnioski. Wspolnie formutujg definicje funkcii.

4. Uczniowie ogladaja multimedium, a nastepnie dyskutujg o przyporzadkowaniach, ktore
nie sg funkcjami.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspoélnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujgca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci takie,
jak opisywanie jezykiem matematycznym zjawisk z otaczajacego Swiata, odréznianie
przyporzadkowan jednoznacznych od niejednoznacznych, rozpoznawanie funkcij.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wyjasnia wszelkie watpliwosci oraz ocenia prace
uczniow w czasie zajec.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.
2. Praca domowa dla chetnych: Podaj przyktad funkcji opisujacej zjawiska chemiczne lub
fizyczne.

Materialy pomocnicze:

Funkcja i jej wlasnosci. Czes¢ 1

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania danego multimedium:
Audiobook mozna wykorzysta¢ do pracy metoda odwroconejklasy.

Uczniowie mogg wystucha¢ audiobooka w domu i na jego podstawie przygotowac krotkie
wprowadzenie do pojecia: funkcja.
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