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Jak wyznaczy¢ najwieksza/najmniejszg wartosc funkcji?

Zrédto: Luisella Planeta Leoni z Pixabay, domena publiczna.

Wiele problemoéw zycia codziennego, jak cho¢by stworzenie najpardziej pojemnego
pudelka z prostokatnego kartonu, daje si¢ sprowadzi¢ do znalezienia najmniejszejlub
najwiekszejwartosci funkcji. Obecnie skupimy si¢ na metodzie stuzacejrozwigzaniu tego
typu zadan. Poznamy rowniez jej naturalne ograniczenia opierajac si¢ na nietrudnych
przyktadach.

Twoje cele

» Poznasz ogolng metode stuzacg wyznaczeniu ekstremow globalnych funkciji.
o Wykorzystasz poznane wczes$niej wyniki optymalizacji i rachunku rézniczkowego.
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Przeczytaj

Rozpoczniemy od przypomnienia kilku twierdzen.

Twierdzenie: warunek konieczny dla istnienia ekstremum lokalnego

Zatozmy, ze funkcja f : (a,b) — R posiada pochodng w punkcie z € (a, b). Jezeli funkcja
f przyjmuje ekstremum lokalne w z, to f'(z) = 0.

Twierdzenie: Weierstrassa

Funkcja ciagta f : (a,b) — R przyjmuje ekstrema globalne.

Na mocy twierdzenia Weierstrassa otrzymujemy, ze problem znalezienia najmniejszej

i najwiekszej wartosci funkciji cigglej f : (a,b) — R zawsze posiada rozwigzania. Warunek
konieczny istnienia ekstremum lokalnego stanowi z kolei nieoceniong pomoc

w poszukiwaniu tych rozwigzan. Pokazemy to na kilku prostych przyktadach

Przyktad 1

Znajdziemy najmniejsza i najwieksza wartoé¢ funkcji f(z) = x> — 62 + 92 + 1 na
przedziale (0,4) oraz wszystkie argumenty, w ktorych wartosci te sg przyjmowane.

Rozwigzanie

Twierdzenie Weierstrassa zapewnia, ze funkcja f osigga swoje ekstrema. Jezeli sg one
przyjmowane na przedziale (0, 4), to pochodna funkcji f musi si¢ tam zerowa¢ na mocy
warunku koniecznego dla istnienia ekstremum lokalnego.

Policzmy zatem

f'(z) = 32> — 120+ 9 = 3(2* — 4z + 3) = 3(z — 1)(z — 3).
Poniewaz rozwigzaniami rownania

f'(z) =0

3(z—1)(z—3)=0

sa liczby 1 3, wiec jedynymi punktami, w ktérych f moze przyjmowac ekstrema sg 1 oraz
3.

Zauwazmy dodatkowo, ze do tej pory wylaczyliSmy z naszych rozwazan punkty
znajdujace si¢ na brzegu przedziatu, a wiec punkty 0 i 4. Wystarczy zatem, ze
poréwnamy wartosci funkcji f w punktach 0, 1, 3i 4.




Policzmy wiec

f0) =1, f(1) =5, f(3) = 1, f(4) = 5.

Oznacza to, ze 0 i 3 s3 argumentami minimum globalnego, za$ 1 i 4 s3 argumentami
maksimum globalnego. Ponadto najwiekszg wartoscia jest 5, a najmniejsza 0. Na koniec
przedstawimy wykres funkcji f na przedziale (0, 4).
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Przyktad 2
Znajdziemy ekstrema globalne funkcji f(z) = 223 + 3z% — 1 na przedziale (1, 3).
Rozwigzanie

Istnienie ekstremow globalnych zapewnia nam twierdzenie Weierstrassa. Rozpoczniemy
od analizy na przedziale (1, 3). W tym celu wyznaczymy miejsca, w ktorych zeruje sie
pochodna funkcji f. Mamy

fl(z)=0
62>+ 6x =0
6z(1+x) =0

z=0¢(1,3)lubz = (—1) £ (1,3)

Funkcja f nie przyjmuje zatem ekstremoéw na przedziale (1, 3). Oznacza to, ze ekstrema
globalne funkcji f musza by¢ przyjmowane w punktach 1 oraz 3.

Prosty rachunek:
F1) =4
f(3) =80

prowadzi nas do wniosku, ze minimum globalnym funkcji f na przedziale (1, 3) jest 4, za$
jej maksimum na tym samym przedziale to 80.
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O poprawnosci obliczen przekonuje nas dodatkowo wykres funkciji f.
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Przyktad 3

Zajmiemy sie teraz poszukiwaniem ekstremoéw funkcji f(z) = 22° — 423 + 2z na
przedziale (—1,1).

Rozwigzanie

Mozemy sie powola¢ na twierdzenie Weierstrassa, by mie¢ pewnos¢, ze poszukiwane
punkty istniejg. Aby znaleZz¢ rozwigzania na przedziale (—1, 1) postuzymy sie ponownie
warunkiem koniecznym dla istnienia ekstremum lokalnego.

Obliczajac pochodna funkciji f otrzymujemy

f'(z) = 10z* — 122* + 2 = 2(52* — 62° + 1).

W celu znalezienia miejsc, w ktorych zeruje sie pochodna funkcji f rozwazamy rownanie
f'(z) =0

2(5z* — 62> +1) =0 I: 2

Szt — 622 +1=0.

Wykorzystamy podstawienie t = z2,t > 0, aby upro$ci¢ powyzsze rownanie.
Otrzymujemy:

52 —6t+1=0

(5t—1)(t—1)=0

t=1lubt=1.

Wracajac do wyjsciowej zmiennej, mamy



c=(-L)=(-L)wbz=-L = LB ubz=(-1)lubz = 1.
() = () woe= =% (=)

Zauwazmy, ze wartosci (—1) oraz 1 musza zosta¢ odrzucone z naszych rozwazan jako
punkty spoza przedziatu (—1,1).

Wiaczamy do naszej analizy (odrzucone przed chwilg) punkty na koncach przedziatu

i porbwnamy wartos$ci funkcji f w punktach (—1), (—%), % il

Otrzymujemy kolejno:
f(=1)=0
f(-5) = ()

f(+3) =8¢

f(1) =0

Ekstremami globalnymi funkcji f na przedziale (—1,1) sa wiec —%‘f i %‘f Potwierdza

to takze wykres funkcji f sporzadzony ponizej
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Przejdziemy do analizy funkcji ,klamerkowej’, gdyz daje si¢ ja analizowa¢ w bardzo podobny
Sposob.

Przyktad 4



Znajdziemy argumenty ekstremum globalnego funkgciji f : (—1,2) — R okreslone;
wzorem

-z dlaz € (—1,1)
flz) = { 2

z°+xz—2 dlaze(1,2)
Rozwigzanie

Latwo zauwazy¢, ze w kazdym punkcie réznym od 1 funkcja f jest ciggla. Pokazemy, ze
jest ona ciagta takze w punkcie 1. Policzmy:

Jip f@) =[ip ("~ =) =0,

. I 2 o
lim f(z) —9611%1111+ (z*+z—2) =0,

x—1*
F(1) =o.

Poniewaz funkcja f jest ciagla oraz okreslona na przedziale domknietym i ograniczonym
mozemy wykorzystac¢ twierdzenie Weierstrassa, by przekonac sie, ze zadanie posiada
rozwiazanie.

Znajdziemy najpierw najmniejszg i najwieksza warto$¢ funkcji f na przedziale (—1, 1),

a nastepnie poszukamy wszystkich ekstremoéw lokalnych funkcji f na przedziale (1, 2).
Funkcja f jest rozniczkowalna na przedziale (—1, 1), wiec aby znalez¢ ekstrema lokalne
na przedziale (—1, 1) policzymy pochodng funkcji f na tym przedziale i przyrownamy jg
do zera.

Mamy:

f'(z) =3z% — 1.
Tym samym
f'(z) =0

3z2 -1=0

Uwzgledniajac warto$ci funkcji f na konicach przedzialu oraz w punktach, gdzie zeruje
sie pochodna funkcji f otrzymujemy

f(=1)=0



f(1) =0

Stad najwieksza warto$¢ funkcji f na przedziale (—1, 1) jest przyjmowana w punkcie
(— % ) , za$ najmniejsza w punkcie @ Podobna analiz¢ przeprowadzimy dla przedziatu

(1,2). Policzmy wpierw pochodng funkcji f na przedziale (1, 2). Otrzymujemy:
fl(z) =2z +1,

azatem

Funkcja f nie przyjmuje zatem ekstreméw w zadnym punkcie przedziatu (1, 2).
Wystarczy wigc porownac wartosci

f(1) =0
f2) =4

Najmniejsza warto$¢ funkcji f na przedziale (1, 2) jest przyjmowana w punkcie 1, za$
najwieksza w punkcie 2. Ostatecznie, poréwnujac najwieksza warto$¢ funkcji f na
przedziat (—1, 1) z jej najwieksza warto$cig na przedziale (1, 2) otrzymujemy, ze
argumentem ekstremum globalnego funkcji f na przedziale (—1, 2) jest 2. Z kolei
poréwnujgc najmniejsze wartosci funkcji f kolejno na przedziatach (—1,1) i (1, 2)
jestesmy w stanie tatwo zauwazy¢, ze najmniejsza warto$¢ funkcji f na przedziale (—1, 2)

jest przyjmowana w @ Porownajmy dodatkowo otrzymane wyniki z wykresem funkciji.
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Do tej pory wykorzystywalisSmy twierdzenie Weierstrassa, aby zapewnic, ze problemy, ktore
rozwazamy posiadajg rozwigzania. Samo poszukiwanie rozwigzan moze si¢ jednak odbywac
w podobny sposob nawet, gdy zalozenia twierdzenia Weierstrassa nie sa spetnione.

Przyktad 5

z2—5z+6

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem f(z) = £=%

Znajdziemy jej argumenty ekstremum globalnego na przedziale (1, 5), o ile te istnieja.
Rozwigzanie

Zauwazmy wpierw, ze funkcja f nie jest okreslona na przedziale domknietym. Nie
mozemy wiec skorzystac z twierdzenia Weierstrassa. Nie mamy tym samym pewnosci czy
najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkciji f istniejg. Zauwazmy jednak, ze funkcja f jest
rozniczkowalna na przedziale (1, 5). Oznacza to, ze mozemy wykorzysta¢ warunek
konieczny dla istnienia ekstremum lokalnego. Policzmy zatem:

, . (2$—5)(x—1)—(x2—5$+6) 2?21
fi(z) = ey =

i rozwazmy rownanie

f'(z) =0

x2—2zx—1
(z-1) =0

22 —22—1=0




Wyréznikiem tréjmianu kwadratowego 22 — 2z — 1 jest 8, a zatem rozwigzaniami
powyzszego rownania sg

o= 2508 = 20 1 V3¢ (15) orazay = 258 = 22— 14 Ve (1,5).

Otrzymujemy zatem

f(1+v2) = <1+ﬁ)1+_;2(jﬁ>+6 —2v2-3.

Poniewaz funkcja okreslona jest na przedziale prawostronnie domknigtym, mozemy
dotaczy¢ wartos¢ z prawego konca, tj. punktu 5. Mamy wtedy:

f(5) = 3.

W przypadku lewego konca musimy postepowac nieco inaczejniz poprzednio. Poniewaz
funkcja f nie jest okreslona w punkcie 1, policzymy granice w tym punkcie

2
lim — lim &=S%zt6 _ 2 _ )
z—1+ f(CC) z—1+ z—1 0* oo

Oznacza to, ze funkcja f nie przyjmuje najwiekszej wartosci na przedziale (1, 5). Tym
samym jedynym punktem podejrzanym o bycie argumentem ekstremum jest 1 + V2. Aby
upewnic sig, ze ten punkt jest argumentem minimum przesledzimy zmienno$¢ funkciji f,
badajgc znak jej pochodnej. Zauwazmy, ze wykorzystujac powyzsze obliczenie mozemy
otrzymac

f'(@) = £25+

Mianownik jest dodatni dla kazdego argumentu dziedziny. Licznik za$ jest funkcjg
kwadratowg o pierwiastkach 1 — V2oraz 1+ /2. Rysujgc wykres omawianego trojmianu

kwadratowego zauwazamy, ze jest on ujemny na przedziale (1, 1+ \/5) , za$ dodatni na
przedziale (1 +/2, 5>. W konsekwenciji pochodna f jest ujemna na przedziale

(1, 1+ \/5), a dodatnia na (1 + \/5, 5>. Oznacza to, ze funkcja f maleje na przedziale
(1, 1+ \/5), a nastepnie ros$nie na przedziale (1 + /2, 5>. Mozemy zatem narysowac

wykres funkcji f, by przekonac sie, ze funkcja f istotnie przyjmuje minimum w punkcie

1++2.
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Zakonczymy dosc¢ prostym przyktadem, ktory pokazuje kolejne trudno$ci zwigzane
z poszukiwaniem ekstremow funkcji, ktora nie spetnia zatozen twierdzenia Weierstrassa.

Przyktad 6

Rozwazmy funkcje

0 dlaz € {-2,0,2}
f(x) =< —2z—1 dlaz € (-2,0)
2z —1 dlaz € (0,2)

Sprawdzimy czy funkcja f posiada ekstrema globalne.
Rozwigzanie

Funkcja f jest rozniczkowalna na przedziatach (—2,0) oraz (0, 2). Co wiecej

f'(z) =(—2)dlaz € (—2,0) oraz f'(xz) = 2dlazx € (0,2). Nie istnieje wiec zadne
minimum ani maksimum lokalne na przedziatach (—2, 0) ani (0, 2). Gdyby funkcja f byta
ciggla, wystarczyloby rozwazy¢ punkty (—2), 01 2. Co wiecej, jeden z tych punktow
musiatby by¢ punktem minimum funkcji f na przedziale (—2,2), za$ drugi punktem
maksimum. Rysujac wykres funkcji f przekonujemy sie jednak tatwo, ze funkcja f nie jest
ciggta.
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Widzimy takze, ze funkcja f nie posiada ekstremow na przedziale (—2, 2).

Widzimy zatem, ze badanie ekstremow funkciji jest mozliwe takze w sytuacji, gdy nie
spelnia ona zalozen twierdzenia Weierstrassa. Jest to jednak wowczas zdecydowanie
bardziej skomplikowane i wymaga od nas wi¢kszej uwagi.

Stownik

argument minimum globalnego funkcji

element dziedziny, w ktoérym funkcja przyjmuje najmniejszg warto$¢
argument maksimum globalnego funkcji

element dziedziny, w ktorym funkcja przyjmuje najwigksza wartos¢

argument ekstremum globalnego funkciji

argument minimum lub maksimum globalnego



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1
Dziedzina funkcji, jej ciagtos¢ oraz rézniczkowalno$¢ maja kluczowe znaczenie dla

problemdéw optymalizacyjnych. Przekonamy sie o tym poszukujac ekstreméw

globalnych kolejno prezentowanych funkgji.

Polecenie 2
Sposréd wyrdznionych argumentow wybierz argumenty minimum globalnego oraz

argumenty maksimum globalnego.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @
Cwiczenie 1 O
Cwiczenie 2 ¢

W ponizszych tabelach przedstawiono kolejne kroki rozwigzania zadania. Dopasu;j

odpowiednie rozwigzanie do opisu.

Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 C
Cwiczenie 5 O

Rozwazmy wszystkie trapezy, ktérych podstawy i wysoko$¢ sg nie krotsze niz 1.
Podstawy maja dtugosci: —x2 + 4z oraz —x + 9 a wysoko$¢ ma dtugosé . Znajdz

taka dtugo$¢ x, dla ktoérej pole trapezu jest najwieksze i takg dtugosé¢ x, dla ktorej pole

jest najmniejsze.
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze réwnanie 23 — /222 — 3z + 4,2 = 0 ma rozwiazanie nalezace do
przedziatu (1, 2).

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Michat Betdzinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ najwieksza/najmniejsza warto$¢ funkc;ji?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza ekstrema globalne funkciji,
» wykorzystuje wyniki optymalizacji i rachunku rézniczkowego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pokaz;
» metoda krokodyla.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,,Jak wyznaczy¢ najwiekszg/najmniejszg wartos¢ funkcji?”
oraz cele zaje¢, omawiajac lub ustalajgc razem z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z treScig w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z treScig materialu w sekciji ,Galeria zdje¢
interaktywnych”. Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne
watpliwosci.

3. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Jak wyznaczy¢ najwieksza /najmniejsza warto$¢
funkciji?”).

Materialy pomocnicze:



» Zwigzek pochodnejz ciggloscig funkcj
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,Jak wyznaczy¢
najwieksza/najmniejsza wartos$¢ funkc;ji?”.
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