Okregi na powierzchni kuli
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Okregi na powierzchni kuli

Zrédto: dostepny w internecie: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.

Okregi na powierzchni sferycznej odgrywaja wazng role. Popatrz na globus. Bez
potudnikéw i rownoleznikoéw nie wyobrazamy sobie orientacji na kuli ziemskiej. Czy
tworzac okregi na sferze i korzystajac z nich mozemy postugiwac si¢ wiedzg o okregach na
plaszczyznie?

Podczas tejlekcji zajmiemy sie okregami na powierzchni kuli. Material zawarty w tej lekciji
jest materialem nieobowigzkowym, wiec jesli nie interesuje Cie ta tematyka, mozesz po
prostu lekcje pomingc.

Twoje cele

o Powtoérzysz wiadomosci o okregach na plaszczyznie.
o Wykreslisz okregi na sferze i zbadasz ich wlasnosci.

» Porownasz wlasnosci okregow na plaszczyznie i na sferze.


https://pixabay.com/pl/users/geralt-9301/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3811761
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3811761

Przeczytaj

Przypomnijmy wiadomosci o okregu.
Przyktad 1

Okrag to zbior punktow plaszczyzny, ktore sg rowno oddalone od jednego wybranego
punktu, zwanego Srodkiem okregu.

Popatrzmy na ponizszy obrazek i przypomnijmy, jakie wazne pojecia z nim sie wigza.
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Rozwigzanie

Jezeli za §rodek okregu przyjmiemy punkt O, to odlegtos¢ tego srodka od dowolnego

punktu okregu jest rowna promieniowi 7:
(|OA| =r,|OB| =r, |OC| = ).

Odcinek faczacy dwa punkty okregu, przechodzacy przez jego srodek nazywamy
$rednicg okregu. Srednica okregu jest jednoczesénie najdtuzsza cieciwa i jej dtugosc¢ jest
réwna 2r: (|BC| = 2r).

Cieciwa okregu to dowolny odcinek taczacy dwa punkty lezgce na okregu (na naszej
ilustracji przykladowa cieciwa to odcinek BA).

Prosta zawierajgca cieciwe to sieczna okregu; ma ona dwa punkty wspolne z okregiem
(np. prosta przechodzaca przez punkty B i C czy tez prosta przechodzaca przez punkty
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AiB).

Prosta, ktora ma tylko jeden punkt wspolny z okregiem, to styczna do okregu. Z kazdego
punktu lezacego na zewnatrz okregu mozna poprowadzi¢ dwie styczne do tego okregu
(w naszym przykladzie to prosta przechodzaca przez punkty S'i P oraz prosta
przechodzaca przez punkty S'i Q).

Punkty P i @ to punkty stycznosci. Odcinki SPi S(Q sa réwne.

Promien poprowadzony ze $rodka okregu do punktu stycznosci jest prostopadty do
stycznejw tym punkcie.

Przyktad 2
Jakg wspolng wazna wlasno$¢ majg okregi? Jak ja odkryc¢?
Rozwigzanie

W kazdym okregu stosunek dlugosci okregu do jego srednicy rowna si¢ tej samejliczbie
niewymiernej m, ktorej najpardziej popularne i najczesciej uzywane przyblizenie to 3, 14.

Liczba 7 to najstynniejsza statla w matematyce; powinien jg znac¢ kazdy uczen konczacy
szkote podstawowa. Historia tejliczby oraz historia okreslania coraz wigkszej liczby cyfr
w jej rozwinieciu dziesigtnym (czyli znajdowania coraz doktadniejszych jej przyblizen) jest
bogata i fascynujgca. Mozemy przeczytac o niej wiele w roéznych zrodtach. My skupmy sie
teraz na pytaniu: jak odkry¢ te wazna witasnosc¢ okregu?

Mozna przeprowadzi¢ eksperyment matematyczny: zmierzy¢ (np. nitkg, ktora pozniej
rozwiniemy wzdtuz linii z podziatkg) dowolny okragly przedmiot, potem znalez¢ jego
srednice (podpowiedz jak to zrobi¢ w ponizszym rysunku, gdzie dwie proste prostopadie
mogq by¢ wyznaczone np. przez naroze stotu):

—
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i podzieli¢ dwie liczby przez siebie. OczywiScie pami¢tajmy, ze wykonanie jednego
eksperymentu, czy tez wykonanie wielu eksperymentow przez wielu uczniow nie
stanowi dowodu, ale pozwala postawic¢ hipoteze dotyczgcg stosunku dtugosci okregu do
jego Srednicy.

Przyktad 3
Czy istnieja okregi w szczegolny sposob zwigzane z innymi figurami geometrycznymi?
Rozwigzanie

Tak. Chyba najbardziej znanym przykladem jest tutaj okrag dziewieciu punktéw, czyli
okrag, ktory przechodzi przez dziewie¢ charakterystycznych punktéw dowolnego
trojkata. Punktami tymi sa: srodki bokow, spodki trzech wysoko$ci oraz punkty dzielgce
na potowy trzy odcinki, ktore 1acza wierzchotki tego trojkata z jego ortocentrum, czyli
punktem przeciecia jego wysokosci:

Bardzo ciekawa jest historia odkrycia tego okregu. W 1822 roku Karl Wilhelm Feuerbach,
ktorego nazwiskiem nazywa si¢ czasem okrag dziewieciu punktow, zauwazyl, ze szes¢
charakterystycznych punktow trojkata - Srodki bokow oraz spodki wysokosci - lezg na
wspolnym okregu. Krotko potem matematyk Olry Terquem niezaleznie udowodnit
istnienie takiego okregu i jako pierwszy zauwazyt, ze lezg na nim rowniez Srodki
odcinkow taczacych wierzchotki z ortocentrum. Jako pierwszy uzyt on nazwy ,,okrag
dziewieciu punktow”.

Przyktad 4
Czy na powierzchniach innych niz ptaszczyzna tez istniejg okregi?

Rozwigzanie
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Tak, na przyktad na powierzchni kuli tez mozna skonstruowac¢ okregi. Przekroj kuli
plaszczyzng przechodzgca przez jej Srodek, wyznacza na jej powierzchni okrag wielki.
Inne przekroje wyznaczajg na jej powierzchni okregi o promieniach mniejszych niz
promien kuli, jak obrazuje to ponizszy rysunek.

Okregi widzimy tez na globusie, ktory jest modelem kuli ziemskiej. Przyktadem okregu
wielkiego jest rownik, okregéw matych - rownolezniki:

Ciekawostka

Kazdy okrag na sferze mozna przedstawi¢ jako okrag rownoleznikowy. Wystarczy
zmieni¢ polozenie rownika tak, zeby jego ptaszczyzna byta rownolegta do plaszczyzny
wyznaczonej przez wybrany okrag.



Dtugosc¢ i srednice okregu rownoleznikowego, lezgcego na szerokosci geograficznej

T E [0, %) mozna obliczy¢ za pomoca wzorow:
L =27 Rcosz,

d=2R(% —z),

gdzie R oznacza dtugo$¢ promienia sfery.

Patrzac na zakrzywienie sfery mozemy jednak zadac sobie kolejne pytanie: Jak mozemy
szuka¢ prostejna powierzchni zakrzywionej, jesli tam nie ma nic prostego - wszystko jest
krzywe?

Przyktad 5

Rozwazmy sytuacje: Mamy dwa rézne punkty na plaszczyznie: A i B. Wiemy, ze
najkrotsza droga miedzy nimi, to droga zawarta w prostej przechodzgcej przez nie. Czy,
gdy bedziemy przedtuza¢ w nieskonczonos$c¢ konce linii, w ktorej zawarta jest najkrotsza
droga miedzy dwoma punktami, konce tejlinii spotkaja si¢ gdziekolwiek?

Rozwigzanie

Odpowiedz jest prosta. Nie, poniewaz ,,dtugos$¢” prostej jest nieskonczona.

Wyobrazmy sobie teraz takg sytuacje na sferze i odpowiedzmy na powyzsze pytanie.

Zalozmy, ze pinezki wbite w kule styropianowq reprezentuja punkty na sferze. Gumka
recepturka o kolorze niebieskim przedstawia najkrotszg droge miedzy tymi punktami,



czerwona - najdtuzszy. Obserwujemy, ze utworzyly one tuki. Gdy zaczniemy teraz
wydtuzac ,droge”, miedzy dwoma punktami w obu kierunkach, to te ,przedtuzenia”
spotkajg si¢, tworzac jej dopetnienie do petnego okregu.

taczac dwa dowolone punkty na sferze wydtuzylismy lini¢ i otrzymaliSmy okrag wielki.

Przez okrag wielki uznajemy sferyczng prostg. Wzdtuz tej prostej mierzymy odleglosci na
sferze.

Skoro wiemy, czym jest prosta sferyczna, przejdziemy teraz do definicji trojkata
sferycznego.

Definicja: Tréjkat sferyczny

Trojkat sferyczny to cze$¢ powierzchni kuli, zawarta miedzy trzema tukami kot wielkich
przecinajacych sie parami.

Dtugos¢ boku trojkata sferycznego, to dtugosc krotszego tuku kota wielkiego
przechodzacego przez jego dwa wierzchotki. Odleglos¢ miedzy tymi punktami nazywamy
odlegloscia sferyczna. Odleglo$¢ sferyczna moze by¢ mierzona bezposrednio przez kat
wewnetrzny mierzony w stopniach. Ponadto w trojkacie sferycznym nie moze by¢ dwoch
bokéw, ktorych diugosci bytyby wieksze niz potowa okregu (wieksze od 180°).

Wazne!

Na sferze suma katow wewnetrznych tréjkata jest zawsze wieksza od 180°.

Stownik
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okrag

zbior wszystkich punktow na plaszczyznie, ktorych odleglos¢ od ustalonego punktu
(zwanego srodkiem okregu), jest rowna zadanej odlegtosci (zwanej promieniem okregu)

promien okregu

odlegtos¢ punktu okregu od jego srodka
srednica okregu

cieciwa przechodzgca przez srodek okregu
cieciwa okregu

odcinek f3czgcy dwa punkty lezgce na okregu
styczna do okregu

prosta majgca z okregiem dokladnie jeden punkt wspolny
sieczna okregu

prosta przecinajaca okragg w dwoch punktach
prosta sferyczna

okrag wielki na sferze

trojkat sferyczny

czeS¢ powierzchni kuli, zawarta miedzy trzema tukami kot wielkich przecinajacych sie
parami



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym. Postaraj sie odpowiedzie¢ na stawiane pytania, zanim
lektor poda odpowiedz.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DzaRUeiEl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej okregoéw na powierzchni kuli.

Polecenie 2

Zastanow sie, czy na sferze stosunek dtugosci okregu do jego srednicy jest zawsze staty? Czy
jest réowny T, jak na ptaszczyznie? Aby to sprawdzi¢, mozesz wykona¢ nastepujace
doswiadczenie: Narysu;j kilka okregdw na powierzchni kuli, zmierz (na przyktad postugujac sie
nitka) dtugosc kazdego z nich, a nastepnie zmierz dtugos¢ srednicy kazdego okregu (pamietaj,
Ze poruszasz sie tylko po powierzchni kuli). Wykonaj obliczenia i wyciggnij wniosek.

Polecenie 3

Wyciagnij wnioski z rezultatéw poprzedniego doswiadczenia i okresl przedziat, w jakim
zawarty jest stosunek dtugosci okregu sferycznego do jego $rednicy. Rozwaz okregi bardzo
mate, ktére znajduja sie na bardzo matej powierzchni, ktérg lokalnie mozna uznac¢ za niemal

ptaska, oraz najwiekszy okrag, jaki mozna narysowac na sferze.


https://zpe.gov.pl/a/DzaRUeiE1

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Skonstruuj na sferze okrag o srodku w punkcie P. Wyznacz punkt biegunowy (punkt
maksymalnie oddalony od kota wielkiego) do punktu P i nazwij go P’. Czy punkt P’ jest
srodkiem okregu, ktory zostat przez Ciebie narysowany jako pierwszy? Jak to sprawdzi¢?
Uzasadnij swoja odpowiedz.




Cwiczenie 2 @)

Na ponizszym zdjeciu widac cyrkiel sferyczny z zestawu specjalnie zaprojektowanych
przyrzadéw do konstrukcji na powierzchni kuli:

Zrédto: Istvan Lénart, licencja: CC BY-SA 3.0.

Widac na nim, ze na zakrzywionej czeSci mozna regulowac promien okregu. Przypomnij sobie,
w jakich jednostkach mierzymy odlegtosci (a wiec rowniez dtugosci odcinkéw sferycznych) na
sferze i wybierz prawidtowe odpowiedzi na nastepujace pytania:

Jaki moze by¢ najwiekszy promien okregu narysowanego na sferze?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

120°

180°

360°

90°

o O O O



Cwiczenie 3 ¢

Kontynuujmy rozwazanie z Cwiczen 1 i 2. Jesli (w Cwiczeniu 1) stwierdzilismy, ze kazdy punkt
okregu jest réwno oddalony od dwdéch wyréznionych punktéw, to powstaje pytanie: lle
srodkéw ma okrag sferyczny? lle ma promieni sferycznych? Czy jest jakis zwigzek pomiedzy
odcinkami sferycznymi, ktére moga by¢ uznane za promienie okregu? Popatrz jeszcze raz na
zdjecie lub wykonaj wtasne doswiadczenie, wyciagnij wnioski i uzupetnij ponizszy tekst.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

______________

____________________________

______________

okregu sferycznego punkt, ktérego odlegtosc od kazdego punktu okregu jest nie wieksza niz

90°, a za jego promien te wtasnie odlegtosc.

biegunami ’ ‘ sSrodek ’ ‘ odcinkéw sferycznych ’ ‘ dwa srodki ’ ‘ promienie sferyczne

dwa



Cwiczenie 4

Rozwaz zdanie: Aby na sferze narysowac okrag o promieniu 120°, wystarczy narysowac okrag
o promieniu 180° — 120° = 60°. Czy jest to zdanie prawdziwe, czy fatszywe?

Prawda Fatsz

O O

Cwiczenie 5

Ktory potudnik ma dtugosé rowna potowie dtugosci rownika?

Cwiczenie 6

Czy na trojkacie sferycznym mozna opisac¢ okrag? Wykonaj odpowiednia konstrukcje
i uzasadnij odpowiedz.



Cwiczenie 7

Przeciagnij odpowiednie elementy w odpowiednie miejsca i wypetnij ponizsza tabele
podsumowujgc swoje odkrycia dotyczace wtasnosci okregéw na ptaszczyznie i na sferze.

Co to jest okrag?, lle jest punktéw rowno oddalonych od kazdego punktu danego okregu?, Czy
mozna narysowac najwiekszy okrag?, Jaka czes¢ srednicy stanowi promien?, Najwiekszy
mozliwy promien okregu jest réowny..., Czy okrag moze przyjac postac prostej?, Stosunek

dtugosci okregu do jego srednicy jest...

Zdanie

N

a ptaszczyznie

N

a sferze

Co to jest okrag?

lle jest punktéow réowno
oddalonych od kazdego
punktu danego okregu?

Czy mozna narysowac
najwiekszy okrag?

Jaka czes¢ Srednicy
stanowi promien?

Najwiekszy mozliwy
promien okregu jest
rowny...

Czy okrag moze przyjac
postac prostej?

Stosunek dtugosci okregu
do jego srednicy jest...

Cwiczenie 8

A teraz wyobraz sobie okrag w przestrzeni kosmicznej. Gdyby orbita Ziemi w ruchu wokéot
Stonca byta idealnym okregiem, jaki kat wyznaczytaby Ziemia obiegajac Storice w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara od rownonocy jesiennej do przesilenia letniego?




Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okregi na powierzchni kuli

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych;
kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e poglebia wiadomosci o okregach na ptaszczyznie;
» bada wtasnosci okregow na ptaszczyznie i na sferze;
e porownuje wlasnosci okregow na ptaszczyznie i na sferze.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja;
» eksperyment.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputer z dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» globusy, kulki styropianowe, owoce kuliste, zakretki do butelek, wykataczki, igty lub
szpilki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Okregi na powierzchni kuli”, wskazuje cele
zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z sekciji ,,Przeczytaj’, przypominajac wiadomosci
o okregach na ptaszczyznie.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z filmem edukacyjnym (czyli wykonuja Polecenie 1z sekcji
»Film edukacyjny”).

3. Nastepnie wykonuja Polecenia 2 i 3, rozwigzujg postawione problemy dotyczace
stosunku dtugosci okregu sferycznego do jego Srednicy, a nastepnie dyskutuja
o swoich wnioskach.

4. Uczniowie w drodze burzy mozgow generuja pomysty na wykonanie Cwiczenia 1,
a nastepnie wykonuja odpowiednie czynnosci na swoich narzedziach badawczych
(kulkach, owocach itp.).

5. Uczniowie samodzielnie wykonuja Cwiczenie 2, a nastepnie w dyskusji podsumowuja
swoje wyniki.

6. Uczniowie dyskutujg nad Cwiczeniem 3, nastepnie indywidualnie wykonuja Cwiczenia
4,5, 6,8iw drodze dyskusji prezentujg i podsumowuja swoje rezultaty.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co byto w lekcii
interesujace? Odnosi si¢ do elementoéw wskazanych jako trudne.

2. Uczniowie krotko podsumowujg swoje osiggniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach najwazniejsze dla mnie byto...

Praca domowa:



« Uczniowie wykonujg Cwiczenie 7 z sekcji ,Film edukacyjny”.
Materialy pomocnicze:

» Kotai okregi
» Okrag, kotoiich elementy
o Wspolrzedne geograficzne

Wskazowki metodyczne:

o W tejlekcji wystepuja czynnosci konkretne (na przedmiotach rzeczywistych),
wyobrazeniowe (na schematach, rysunkach itp.) i abstrakcyjne (podczas
wnioskowania). Uczniowie moga dokonywac tez symulacji komputerowych
i sprawdzac swoje przypuszczenia.

» Najwazniejsza w lekciji jest praca wlasna uczniow z réoznymi (w tym manualnymi)
pomocami dydaktycznymi), formutowanie przez nich wnioskow i argumentowanie
poprawnosci tych wnioskow. Nie starajmy si¢ odpowiadac za uczniow na postawione
pytania. W sytuacjach, gdy uczniowie majg problem ze sformutowaniem wniosku
cierpliwie naprowadzajmy ich pytaniami pomocniczymi na pozadane tory
rozumowania, inspirujmy do wykonywania czynnosci abstrakcyjnych na bazie
wykonanych przez nich czynnosSci konkretnych. To uczniowie majg prowadzi¢ prace
badawcza i odkrywac wiedze, otworzyc¢ si¢ na prowadzenie naukowego dyskursu.

 Film (zwlaszcza czeS¢ pierwsza odnoszacg sie do okregdéw na ptaszczyznie) mozna tez
wykorzystac jako wprowadzenie do omawiania tematow zwigzanych z okregami -
przypomnienie wiadomosci o okregach. Drugg czesc¢ filmu mozna wykorzystac jako
przyktad w kazdej sytuacji, gdy chcemy zacheci¢ uczniow do przygotowywania
nietypowych pomocy dydaktycznych, ktore beda im stuzyty jako narzedzia ich pracy
badawczeji do rozwigzywania problemow.
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