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Wyznaczanie dziedziny utamkow algebraicznych

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Zajmujemy sie wyrazeniami algebraicznymi zapisanymi w formie utamka zwyktego -
z uzyciem kreski utamkowe;.

Miedzy dwie dowolne liczby rzeczywiste mozemy wstawic¢ znak dodawania, odejmowania
lub mnozenia - takie dzialanie zawsze bedzie wykonalne. Czwarte z czterech
podstawowych dzialan, czyli dzielenie, ma juz ograniczenie - brak mozliwos$ci dzielenia
przez zero.

Wyznaczenie dziedziny utamka algebraicznego bedzie wymagato zatem ustalenia, dla
jakich warto$ci zmiennych wystepujacych w mianowniku utamka mianownik ten moze
osiggna¢ wartos¢ zero.

Twoje cele

» Wykorzystasz nabyte w trakcie nauki umiejetnosci rozwigzywania rownan do
wyznaczania dziedziny utamkow algebraicznych.
e Zapiszesz roznymi sposobami dziedziny ulamkow algebraicznych.




Przeczytaj

Wyznaczanie dziedziny wyrazen algebraicznych zapisanych
w formie utamka

Zajmiemy sie wyznaczaniem dziedziny wyrazen algebraicznych zapisanych w formie
ulamka, ale zaczniemy od przypomnienia, ze okreslajgc dziedzine wyrazenia

algebraicznego nalezy podac¢ dla wszystkich zmiennych wystepujacych w wyrazeniu

warunki, przy ktorych spetnieniu wyrazenie przyjmuje jaka$ wartos¢; w szczegolnosci:

mianowniki utamkow i liczby przez ktore dzielimy musza by¢ rézne od zera;

liczby podpierwiastkowe pierwiastkow parzystego stopnia nie moge by¢ liczbami
ujemnymi;

podstawa logarytmu i liczba logarytmowana muszg by¢ dodatnie, ponadto podstawa
logarytmu musi by¢ rézna od 1;

zero nie moze by¢ podstawa potegi o wyktadniku 0.

Wyznaczajac dziedzing wyrazen algebraicznych zapisanych w formie utamka nalezy
pamietac, ze:

 jezeli w wyrazeniu algebraicznym wystepuje tylko jedna niewiadoma, okreslajac jego

dziedzine wystarczy podac podzbior zbioru liczb rzeczywistych zawierajacy wszystkie
liczby, po ktorych wstawieniu w miejsce niewiadomejbedzie mozliwe obliczenie
wartosci wyrazenia. Czasem zamiast podawac zbior liczb speiniajgcych powyzszy
warunek prosciej jest zapisac, ktore liczby do dziedziny nie nalezg;

 jezeli w wyrazeniu algebraicznym jest wiecejniewiadomych, nalezy okresli¢ warunki

dla wszystkich niewiadomych. Czasem warunki te bedg zredagowane podobnie, jak
w przypadku jednejniewiadomej, moga tez mie¢ forme¢ pewnych zaleznoSci miedzy
roznymi zmiennymi.

W pierwszych czterech przyktadach okreslimy dziedzine utamkow algebraicznych z jedng
zmienng, pokazujgc za kazdym razem co najmniej dwa sposoby zapisu warunkow
okreslajacych dziedzineg.

Podamy dziedzin¢ wyrazenia ——

Przyktad 1

1
r—2°

Rozwigzanie

» Jedyny warunek na istnienie tego utamka wynika z niemoznosci podzielenia przez 0.

o Zatemz € R\ {2}.


javascript:void(0);

» Mozna tez ten warunek zapisac¢ troche inaczej: x # 2.

Przyktad 2

Podamy dziedzing wyrazenia s——7—-=.

Rozwigzanie
» Ulamek ten jest okreslony, gdy jego mianownik przyjmuje wartos$¢ r6zna od 0.

+ Wyznaczmy rozwigzania rownania z° — 3z? —x +3 = 0
z?(x —3) —(z—3) =0
(z—3)(z*—1) =0
(x—3)(z—1)(x+1)=0
z=3lubz=1lubz = (—1).

e Zatemz € R\ {-1,1,3}
e Mozemy to zapisac inaczej x € (—oo, —1) U (—1,1) U (1,3) U (3, 00).
e Mozemy tez podac, ze ¢ # (—1)ix # lix # 3.

Przyktad 3

X
z+1
z£2 -
z+3

Podamy dziedzing¢ wyrazenia

Rozwigzanie

o Utamek ten bedzie okreélony, gdy mianowniki utamkow <4, i iig bedg rozne

z+3
od 0.

x+1+#0
e Oznaczato,ze ¢ * + 2 # 0.
x+3#0

v #(-1)

« Mozemy zatem stwierdzi¢, ze { © # (—2).

z 7 (=3)
e Zapisujac inaczej z € R\ {-3, -2, —1}.
Przyktad 4

va+3

Podamy dziedzine wyrazenia "

Rozwigzanie



o Sprowadzmy mianownik do postaci iloczynowej:

ve+3 vz+3
2243z—4 ~  (z—1)(z+4) °

» Ulamek jest okreslony, gdy mianownik jest liczbg r6zna od zera, a pod pierwiastkiem
mamy liczbe nieujemng:

{(a:— 1)(z+4) # O-

xr+3>0
x#1
e Zatem <} z # (—4).
z > (=3)

z > (—3)

x#1

e Mozemy zapisa¢, ze x € (—3,1) U (1, 00)

e Podsumowujgc: {

lub réwnowaznie € (—3,00) \ {1}.

W kolejnych przyktadach zajmiemy si¢ wyznaczeniem i zapisaniem dziedziny wyrazenia
algebraicznego w formie utamka z wiecej niz jedna niewiadoma.

Przyktad 5

2
Okreslimy dziedzine wyrazenia —52.
y-z

Rozwigzanie
» Wyrazenie jest okreslone, gdy mianownik przyjmuje wartosci rozne od zera.
o Zatemz € R,y € R\ {0},z€ R\ {0}.

Przyktad 6

xy—52

OkreSlimy dziedzine wyrazenia Frapaw

Rozwigzanie

o Musimy ustali¢, kiedy mianownik wyrazenia przyjmuje wartosci rozne od 0.
Zauwazmy, ze mianownik tatwo zapisa¢ w postaci iloczynowe;j:
rz+yz+dr +4dy =2z +y) +4(z+y) = (z+y)(z+4)

r+y#0

e Zat .
aem{z+47éo




» Ulamek jest zatem okreslony, gdy spetnione s3 jednocze$nie nastepujgce warunki:

reR

ye R

ze R\ {4}

z # (—y)
Przyktad 7

'S Kkl . . 5 1 1
Okreslimy dziedzing wyrazenia & 2ab

Rozwigzanie

» Stosujgc wzor skroconego mnozenia mozemy zapisac

1 _ 1
a?=2ab+b> "~ (q—b)® "

acR
e Zatem< b € R.

a#b
Przyktad 8

71 . > > 1 1
Okreslimy dziedzine wyrazenia Z 2ab 3

Rozwigzanie

Przeksztal¢my mianownik stosujac wzor skroconego mnozenia:
1 1

a?—2ab+3b2 T (a—b)2+2b2 :

« Wyrazenia (a — b)” oraz 2b* s3 zawsze nieujemne - wiec ich suma réwniez.
Wyrazenie w mianowniku moze przyja¢ wartos¢ 0 tylko, gdy

a—b=0
b=0 ’

czyli tylkodlaa = b = 0.

o Ulamek m jest wiec okreslony, gdy
acR
beR .
a#0lubb#0

e ROwnowaznie mozna to zredagowac np. tak:
acR
beR

a’+ b #0



Stownik
dziedzina wyrazenia algebraicznego

wszystkie liczby rzeczywiste, dla ktorych to wyrazenie ma sens liczbowy



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z szeScioma przyktadami wyznaczenia dziedziny wyrazen algebraicznych
zapisanych w formie utamka.

Polecenie 2

Wyznacz dziedzine wyrazen algebraicznych zapisanych w postaci utamka:

f—4
=f

vVoi—-z—6

Vzi+2z—3

1
9a2%—12ab+4b?

log, .53
log,(¢2—1)




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz dziedzine wyrazenia %

O R\{3.3}
O R\ {51}
O R\{35,2}

O R\{3,-2}
Cwiczenie 2

. e . o . . . . 5$+1
Wskaz liczby nie nalezace do dziedziny wyrazenia o5 3)

O 4
) -5
0 5

)
ol



Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia wymierne o tej samej dziedzinie.

z+2
(3z—1)(2z+6)

z2+1
(z—1)(z+2)

=l
(3z+2)(z—3)

(z—2)(8z—4)

Cwiczenie 4

Potacz w pary wyrazenia wymierne o tej samej dziedzinie.

($74)(2ma11)(:c+3)

z22—z—6

(22—6)(z+1)(z+3)

z2+5
(3z+2)(z+3)(4z+4)

Cwiczenie 5

Uzupetnij zapis dziedziny wyrazenia Naf3tyT oy
\/Sf:c-\/y72
+ze (] | )

+ye (] 1 )

z+10
(22—4)(22-1)

2z
(32—9)(92+6)

S —
(32—3)(2z+4)

3z242
(z+3)(62—2)

3z—7
(z+1)(3z+2)(2z+6)

5z—10

(22—8)(32+9)(42—2)

z—95
(z+3)(z—3)(2z+2)




Cwiczenie 6

Dla kazdego utamka dobierz wyrazenie opisujgce jego dziedzine

2?1 {xER\{—l}

¥l y € R\ {1}
rzeR\{-1}
m2+11 yeR
o
2’ 4+2z+1 reR
v -2yl y e R\ {1}
P42y +1 zeR
z24+2z+1 Yy € R
2 42w+1 z € R
P +2y+1 yeR \ {_1; 1}

2y z eR
et yeR\{-1}



Cwiczenie 7

D
Wskaz zapis opisujacy dziedzine wyrazenia ——-—s-

P2*q2

(peR

O qq<R\{0}

P #q

(pe R\ {0}
O <(qeR\{0}

(P F#q

peR

g € R\ {0}
O P#q

p# (—q)

peR
O geR
PF#q

(p e R\ {0}
g € R\ {0}

O <p;'éq

P # (—9)

peR

O geR\{0}
(P # (—9)




Cwiczenie 8

Y2
422 1+y

Wskaz zapis opisujacy dziedzine wyrazenia ;\/7
(z € R\ {0}

O (yeR
(z+y#2

(z € R\ {0}
O syeR
2y # 3

z € R\ {0}
O (yeER
x # 2y

(z € R\ {0}
O qyeR
Ty # 2

(z c R\ {0}
O qyeR
2z # Y




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie dziedziny ulamkow algebraicznych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne

Zakres podstawowy. Uczen:

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje nabyte w trakcie nauki umiejetnosci rozwigzywania rownan do
wyznaczania dziedziny utamkow algebraicznych.
 zapisuje dziedziny utamkow algebraicznych na réozne sposoby.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda $nieznej kuli;
e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Galeria zdje¢
interaktywnych” i ¢wiczenia interaktywne;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg definicje dziedziny.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metoda $nieznej kuli. Najpierw wymieniajg si¢ miedzy
sobg wiadomos$ciami dotyczacymi sposobow ustalenia, dla jakich wartosci zmiennych
wystepujacych w mianowniku utamka mianownik ten moze osiggnac¢ wartosc¢ zero,
ktore przypomnieli w domu. Nastepnie 13czg sie w grupy 4 osobowe omawiaja
przyklady z sekciji ,Przeczytaj’.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z galerig zdje¢ interaktywnych i analizuja przyktady
pokazujgce sposoby wyznaczenia dziedziny wyrazen algebraicznych zapisanych
w formie utamka.

3. Uczniowie w parach wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.
Wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen
interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informaciji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja Polecenie 2 umieszczone pod galeria zdje¢ interaktywnych.



Materialy pomocnicze:
Wyrazenia wymierne. ROwnania wymierne
Wskazowki metodyczne:

Przyklady zawarte w galerii zdje¢ interaktywnych uczniowie moga przeanalizowac przed
zajeciami, jezeli nauczyciel chcialby poprowadzi¢ lekcje metoda klasy odwrocone;.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/D4lF7cpV7

