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Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu znajduje sie na przecieciu
symetralnych bokow tego trojkata. Po potozeniu Srodka okregu opisanego na trojkacie,
mozna rozpoznac, z jakim trojkagtem mamy do czynienia: ostrokgtnym, prostokgtnym, czy

rozwartokatnym. W tym materiale poznasz wlasnosci okregu opisanego na trojkacie.

Twoje cele

e Obliczysz dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie, znajgc dtugos¢ jednego
z bokow oraz miare kata lezgcego naprzeciw danego boku.

e Obliczysz dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie znajgc wszystkie
dtugosci jego bokow.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Na poczatku przeanalizujemy wlasnosci okregu opisanego na trojkacie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DeDBzXJiR

Film nawigzujacy do treSci materialu. WiasnosSci okregu opisanego na trojkacie.

Przyktad 1

Wykorzystujac wiasnosci katow wpisanych udowodnimy, Ze pole trojkata o bokach
dtugosci a, b, c wpisanego w okragg o promieniu R wyraza si¢ wzorem:

_ abe
P_4R

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

E

Tréjkat ABC' o bokach dlugosci a, b, ¢ jest wpisany w okrag o srodku O i promieniu R.
Odcinek AD jest wysokoscig trojkata, a odcinek AFE jest srednica okregu. Katy ABC
oraz AEC sa katami wpisanymi, opartymi na tym samym tuku, zatem maja takie same

miary. Stad tréjkaty ABD i AEC sg podobne, czyli: % = %, zatem h = 21’—;%.



https://zpe.gov.pl/a/DeDBzXJiR

_1.p _ 1. bc _ abe
P=gah=3za- 35 = {3

Warto przypomnie¢ wzdér Herona, ktory pozwala obliczy¢ pole dowolnego tréjkata, gdy
znamy dtugosci wszystkich jego bokow.

Jezeli 0 < a < b < cs3 dlugo$ciami bokow trojkata oraz p = %b*c, to pole trojkata
mozemy obliczy¢ ze wzoru:

Ppr =+/p(p—a)(p—b)(p—c)
Przyktad 2

Obliczymy pole trojkata wpisanego w okrag, ktorego boki sa dtugosci: 4 c¢cm, 13 cm i
15 cm, wiedzac, ze promien tego okregu jest rowny 8,125 cm.

Rozwigzanie
I sposab:

Korzystajac ze wzoru P = ZS’; , otrzymujemy:

_ 41315 _ 780 _ 2
P= 1505 =55 =24 [Cm}

IT sposoéb:
C
Ls
13
A 4 B
Korzystajac ze wzoru Herona najpierw obliczymy p = 413415 — 16 [cm)].

Zatem pole tego trojkata jest rowne:

Py = +/16(16 — 4)(16 — 13)(16 — 15) = V16 -12-3-1 =116 - 36 =

=4-6=24 [cm?].
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Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie rownoramiennym
o podstawie 8 cm i ramieniu dtugoéci 4v/5 cm.

Rozwigzanie

Sprawdzimy jakim trojkatem jest trojkat o podanych dlugosciach, by poprawnie wykonac
rysunek pomocniczy:

2 2
(4\/5) + 8% > (4\/5) , zatem jest to trojkat ostrokatny, srodek okregu opisanego na

nim lezy wewnatrz trojkata.

I sposab:

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa obliczymy wysokos$¢ tréjkata opuszczong na
podstawe:

h2 4 42 = (4%5)2

h? 4+ 16 = 80
h? = 64
h = 8 [cm]

Mozemy juz obliczy¢ pole tego trojkata

p=238 —32 [cm2]


javascript:void(0);

Przeksztalcajgc poznany wzor P = Z—l;g, obliczymy dtugos$¢ promienia okregu opisanego

na tym trojkacie

abc
R - P
R= 25525 = 5 [om
IT sposoéb:

Zauwazmy, ze mamy trojkat prostokatny o przyprostokgtnych h — R = 8 — R, 4 oraz
przeciwprostokgtnej R.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy
(8 — R)® +4% = R?

64 — 16R + R?> + 16 = R?

80 = 16R
R =5 [cm]
Przypomnimy teraz:

Twierdzenie: sinusow




W dowolnym trojkgcie stosunki dtugosci bokoéw do sinusow przeciwleglych katow sg
rowne dtugosci srednicy okregu opisanego na tym trojkacie:

a:b_c:2R

sin o sin8 ~  sinvy

Przyktad 4

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie, w ktorym jeden z bokow
ma dlugosé¢ 10 cm, a przeciwlegly do niego kat ma miare 30°.

Rozwigzanie

Korzystajgc z twierdzenia sinusow wiemy, ze stosunek dlugosci boku do sinusa kata
lezacego naprzeciw jest rowny dlugosci srednicy okregu opisanego na tym trojkacie,
zatem

2R = 20— =

sin30°

= 20

m|>—~|;

Stad R = 10 [cm).
Przyktad 5

Obliczymy dlugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie o katach 60° i 75 oraz
boku przy tych katach dtugosci 12.

Rozwigzanie

Suma katow wewnetrznych w trojkgcie wynosi 180°.
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Zatem miara trzeciego kata wynosi 180" — 60" — 75" = 45",

Naprzeciw kata o mierze 45° lezy bok dtugosci 12.

Zatem: 2R = 2 = 1—é —12v2
El

Z powyzszego wynika, ze R = 6+/2.
Przyktad 6

Dwa boki trojkgta wpisanego w okrag o promieniu dtugosci R = 6v/2 majg dtugosci
a = 6+/21ib = 9+/2. Obliczymy dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

Rozwigzanie

Niech a bedzie katem lezagcym naprzeciw boku a, za$ ¢ - dlugoscia szukanego boku.

7

Z twierdzenia sinusow:

V2 _ 19,/3.

sin o
Stad: sina = 1, co daje: @ = 30°.

Z twierdzenia cosinusow:
2 2
(6\/5) =+ (9\/5) —2.¢-9v2-cos30°

2=c*1162—-2-c-9v2 - L

2 —9vV6c+90=0



A = 486 — 360 = 126
VA =314

o = 9\/6—23\/14 lub ¢y — 9\/6—23\/ﬁ

Przyktad 7

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest ostry. Diugo$¢ promienia okregu
opisanego na tym tréjkacie jest rowna 10 oraz |AC| = 12, |AB| = 24. Na boku BC
wybrano taki punkt D, ze | BD| = 4. Obliczymy dtugos¢ odcinka AD.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

Zastosujemy twierdzenie sinusow w tréjkacie ABC:

sin

Cdiny — 12
Zatem: sina = 55 =0, 6.
Wyznaczymy wartoS¢ cosinusa kata o

2a=1

sin® o + cos
(0,6)° +cos’a =1

cos’a = 0,64

cosa = 0,8lubcosa = —0,8.



Poniewaz a € (0°;90°),to cosa = 0, 8.
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata ABD:
|AD|* = |AB|” + |BD|> — 2-|AB| - |BD| - cos a

|AD|* = 24> +42-2.24-4.0,8

|AD|* = 438, 4
|AD| = 1/438,4
Wazne!

Jezeli nie zostanie podane, Ze jest inaczej, przyjmujemy, ze boki trojkata o dtugosci: a, b, ¢
leza odpowiednio naprzeciw katow: a, 3, 7.

Stownik
trojkat wpisany w okrag

trojkat jest wpisany w okrag, gdy wszystkie jego wierzchotki leza na okregu; mowimy
wowczas, ze okrag jest opisany na trojkacie; promien takiego okregu oznaczamy przez R

promien okregu opisanego na tréjkacie

jest to dtugos¢ odcinka 1gczgcego srodek tego okregu z dowolnym wierzchotkiem
trojkata, oznaczamy go przez R




Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Przesledz zalezno$¢ miedzy dtugoscia boku a sinusem kata lezacego naprzeciw tego
boku, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia. Zmieniajagc potozenie wierzchotkéw

tréjkata w ponizszej symulacji interaktywnej samodzielnie decydujesz, jakiemu

tréjkatowi sie przygladasz.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DGXNQz714

Polecenie 2
Oblicz dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC, jesli | BC| = 4,
|<<BAC| =60".

Polecenie 3
Oblicz miary pozostatych katéw tréjkata ABC, jezeli |AB| = V6,
|<<BAC| =60".

BC| =3,

Polecenie 4
W tréjkacie ABC, wpisanym w okrag o promieniu 6 cm, dane sa miary dwdch katow:
a = 30", 8 =45". Oblicz obwdd tego tréjkata.



https://zpe.gov.pl/a/DGXNQz7l4




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Oblicz obwdd okregu opisanego na tréjkacie rownoramiennym o ramionach dtugosci

12 i kacie miedzy nimi o mierze 30°.

Cwiczenie 6 O

Oblicz dtugosci pozostatych bokdow i miary katéw tréjkata ABC, jezeli b = 20,

c = 20V/3, v = 120". Kat -y lezy naprzeciw boku c.

Cwiczenie 7 Q®
W tréjkacie ABC dane sa: |AC| = 15v/2, |[<BAC| = 65°, |<ACB| = 70°. Oblicz

dtugosc promienia okregu, w ktéry wpisano ten trojkat.

Cwiczenie 8 @
Na tréjkacie, ktérego 2 boki maja dtugosci: 12 i 4\/6 opisano okreg o promieniu
dtugosci 44/3. Wyznacz dtugos¢ trzeciego boku tego tréjkata.

Cwiczenie 9 @

Trojkat rownoramienny, ktérego wysokos¢ opuszczona na podstawe ma dtugosé 12

wpisano w koto o srednicy %. Wyznacz dtugos¢ podstawy tego trojkata.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Alabrudzinska

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci okregu opisanego na trojkacie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkgcie znajgc dtugos¢ jednego
z bokow oraz miare kata lezacego naprzeciwko danego boku;



 oblicza dlugos¢ promienia okregu opisanego na dowolnym trojkacie, znajac wszystkie
dtugosci jego bokow;
o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli;
« lekcja odwrocona.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;

e pracaw parach;

e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ w domu z filmem z sekcji ,Przeczytaj” oraz pierwszymi
dwoma przykladami z tej sekciji.

Faza wstepna:

» Nauczyciel prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci zdobytych przed lekcja
zaproponowali cel zaje¢ oraz kryteria sukcesu.
e Uczniowie tworzg mape mysli z informacjami dotyczacymi okregu opisanego na
trojkacie.
Faza realizacyjna:
» Nauczyciel wyswietla symulacje interaktywna i omawia zalezno$¢ miedzy promieniem
okregu opisanego na trojkacie a dtugosciami jego bokéw i sinusami odpowiednich

katow.
o Wybrani uczniowie rozwigzuja polecenia 2 - 4 z sekcji ,Symulacja interaktywna”.



» Uczniowie w parach analizujg przyktady z sekcji ,Przeczytaj’, ktorych nie
przeanalizowali w domu. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci.

» Nauczyciel dzieli klase na grupy trzyosobowe. Uczniowie w grupach wykonuja
¢wiczenial - 6 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

» Nakoniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwinig¢cie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam/em si¢..” oraz wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

o Uczniowie jako zadanie domowe wykonuja ¢wiczenia 7, 8, 9 z sekcji ,,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych twierdzeniu
sinusow.
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