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/wigzek miedzy wyrazami ciggu geometrycznego



T 8% 2

Clipex %
(e~
0000 94

P

L
Sy

*oee L ] z
il Te R oL, i

BA T R8s (koG em o
e g

ey, AP N I N L
2 NG P TR T
Bt e Bloo o8

B

Nem—3Ql Tr-QC—C

o Bhnonaan
=

(OO 5 N~ UITI\O 00

G RENC £ B S MPVREE % GINY 4N

PR~~~ (W LT T
w§| un

i dl
L o
C o ~e oo L Be—ee §| TO wee ()

o3 Do g eilerd,

I C vee € <20 oot O™ w00 O
BRI IV T 2 2300\ % ]

F&4 G

-

% o ~388) -ty A 3 3, 38

(5 e I g SV, v - e

S AT AL MG,

o3

P Bt g x el 2 3 Tl

" T e M OIOINE R &~ T

8 .
ey Gt cue
o R A

3.0.:.”::.00 .i.r.wm_.{.&;.m“.ﬁ ]

Refrier G- as B

IR — 8030 et w23 NI
Fy o e 30 e oo ng

M3 =3 T e—— 8 -

BTN Sl A e 3 T T

e SRt ENE RIS Pt I0C B,
2N P X U See— oo Nad C° vee

e R S
T ST o

—Cae T %22
b.....

e

- B

3 ecesshes 30 282,
g

S M

Zwiazek miedzy wyrazami ciaggu.geometrycznego

SR R e

B ol Beawlth

¥
-4
i
i
i

e
o® NN 235,00 O ORT
& ¥

®

e oot D AR~ G el iy RS & Co Gl

%
6
K
J

H
7d
i

r
I

)
A

5 weee —te 5830 B N K

odie W — !

T

o33 :

—nl\?&mQ

:... .........
®

R R NS O S S
(U e I Q0 ons INJoon N G T 000 S0 0D ) (T, N850 @mmeseaedsd §2

T HC ——

$° o3 TR0 (B S0 IR TL 32— e JTT% % 3 133 leee AW C Tadels

SR RPN A B
oo osees o oe 2o sepspieny

3% %8

0,3 37" cooer 3 ser gt ee

L) > (3L & O N3~ Seven
'.‘-'-3 03 ® :30 0 0000 %m 3

O ~3BG O ~3— BT N Goesd U3
—WVWON—0O0G=nY -

—Am— o O TG
ils

205t 8 egibesss o

00
2000
000
LN
Med
L] L]
.. s“............

Zrédto: dostepny w internecie: pixy.org, domena publiczna.

Pojecie algorytmu jest jednym z podstawowych poje¢ matematycznych. Przez algorytm
rozumiany jest doktadny przepis wykonania w okreslonym porzadku skonczonego uktadu
operacji w celu rozwigzania zagadnienia okreslonego typu.

Algorytm powinien by¢ tak zbudowany, aby prezentowang metode obliczenia mozna byto
powtorzy¢ w dowolnym czasie i otrzymac ten sam wynik.

Najprostszymi algorytmami sg pojedyncze wzory. I wlasnie jeden taki mini - algorytm
poznamy w tym materiale.

Bedzie to sposob znajdowania jednego z trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego,
gdy dane sa pozostate dwa wyrazy.

Twoje cele

o Odkryjesz zwigzek miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.

e Znajdziesz brakujgce wyrazy ciggu geometrycznego, korzystajgc ze zwigzku miedzy
wyrazami ciggu.

» Rozwigzujac problemy dotyczgce ciggu geometrycznego i ciggu arytmetycznego,
skorzystasz z poznanych twierdzen i wnioskow.




Przeczytaj

Ciggiem geometrycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu.

Jezeli ciagg (a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g # 0, to dla kazdejliczby naturalnej
n c N+

a, =a;-q" %
Wezmy pod uwage wyrazy a,,_1 i a,1 tego ciggu.
Wtedy:

o n—2
an—-1 = a1 q ;

n

Qp+1 = a1-q .

Rozwazmy iloczyn tych wyrazow i skorzystajmy z wtasnosci iloczynu poteg o tych samych
podstawach.

An—-1°0pt1 = A1 * qn_2 cay-q" = a% : q2n_2
Teraz skorzystamy z wlasnosSci potegowania potegi.
Ap—1* Gp+l = (al g
Zauwazmy, ze a; - ¢" ' = a,,. Zatem:
p_1° Qpi1 = (an)2 dlan > 1.
Uzyskang rownoS$¢ najczesciej zapisujemy w postaci:
a% — Qp—1 " Any1-
Mozemy wiec powiedziec:

w ciggu geometrycznym kwadrat kazdego wyrazu, oprocz pierwszego (i ostatniego, jesli
cigg jest skonczony), jest rowny iloczynowi wyrazow sasiednich.

Natomiast, jesli spetniona jest rownos$¢ a2 = a,,_1 - a1, gdzie n > 1 dla wyrazow
(zaktadamy, ze wyrazy sa rézne od zera) ciagu (a,,), to ciag ten jest ciggiem
geometrycznym.

Gdyz rownosc¢ te mozemy przeksztatci¢ do postaci:



I — 2L odzien > 1.

Ap-1 an

Z powyzszego zapisu mozemy wnioskowac, ze ilorazy kolejnych wyrazow ciggu (a,) sa
rowne, a to oznacza, ze jest to cigg geometryczny.

Rozwazania doprowadzity nas do sformutowania zalezno$ci miedzy trzema kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego.

Twierdzenie: Zaleznos$¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego

Ciag (an) jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego wyrazu,
oprocz wyrazu pierwszego (i ostatniego, w przypadku ciggu skonczonego), jest
iloczynem dwoch wyrazow sgsiednich - poprzedniego i nastepnego

2
a, = Qn-1 * AGn+1,

gdzie:
n>1line&N.

Zauwazmy, ze jesli wyrazy ciggu (ar) sa dodatnie, to an = y/an—1 - Gni1.
Whiosek:

W ciggu geometrycznym (a,,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprocz wyrazu
pierwszego (i ostatniego, jezeli ciag jest skonczony), jest srednig geometryczng wyrazow
sasiednich - poprzedniego i nastepnego.

Przyktad 1

Liczby 4, z, 9 s3 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Wyznaczymy .
Liczba z jest sSrodkowym wyrazem ciggu, zatem:

z2=4-9

z? = 36

r=6lubz = -6

Odpowiedz:

Szukana liczba jest rowna —6 lub —6.

Przyktad 2

Liczby —5, z, y, 40 sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Znajdziemy liczby z, y.




Zapisujemy rownania, wynikajace ze zwigzku miedzy kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego.

z? = —by
40z = o

Zauwazmy, ze ¢ # 0iy # 0. Mozemy wiec podzieli¢ stronami rownania uktadu.

Wyznaczamy z i wstawiamy do drugiego rownania uktadu.

__ —200

Y

2 _ 4. (=200
p-w(32)

Wyznaczamy y.
y® = —8000
y=—20
Wyznaczamy x.
=20 =10

OdpowiedZ:

Szukane liczby to z = 10, y = —20.

Jezeli wyrazy ciaggu geometrycznego sa dodatnie, to wniosek dotyczacy zaleznosci miedzy
trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, mozna uogolnic¢. Zapiszemy to
uogolnienie rowniez w postaci wniosku.

Whiosek:
Jezeli wyrazy ciggu geometrycznego (ay) sg dodatnie, to:
an = \/an—k * Qn+k,y

gdzie:
k<n, ke Ny neN,.

Przyktad 3

Liczby 2, z, y, z, 8 w tej kolejnosci tworzg cigg geometryczny (an) o wyrazach dodatnich.
Znajdziemy wzor ogo6lny ciggu i sume wszystkich wyrazow ciagu.




Zauwazmy, ze wyraz y znajduje sie¢ w tej samej odlegtosci od 2 i 8. Skorzystamy zatem
z wniosku zapisanego przed przyktadem.

Wyznaczamy wyrazy & oraz z.

T = \/ 2y = V8 =22

z= \/ 8y = /32 =42

Obliczymy iloraz ciggu.

g=2% =22 _.2

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu.

o —2. ( \/5) n—1

Obliczamy sume wszystkich wyrazow ciggu.

S=21+2V24+4+4V2+8 =144 62

OdpowiedZ:

n—1
Wzér ogolny ciggu to a, = 2 - (\/5) , a suma wszystkich wyrazow ciagu jest rowna

14 + 6v/2.

W nastepnych przykladach pokazemy, jak mozna wykorzysta¢ w zadaniach zaleznos¢
miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, ale rowniez zaleznoS¢ miedzy
trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Przyktad 4

Miedzy liczby —2 i 25 nalezy wpisac takie dwie liczby, aby trzy pierwsze utworzyly ciag
arytmetyczny, a trzy ostatnie - cigg geometryczny.

Oznaczmy:
x, y - liczby, ktore wstawiamy miedzy liczby —2 i 25.

Otrzymujemy:
(—2, x, y) - cigg arytmetyczny,

(z, y, 25) - cigg geometryczny.



javascript:void(0);

Z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego wynika, ze:

—2+y

r = 5

Z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego wynika, ze:
y? = 25z
Zapisujemy uzyskany uktad rownan:
—24
=5
y? = 25z

Podstawiamy do drugiego z rOwnan w miejsce & wyrazenie z pierwszego rownania.
— =2ty
=3
y? =25 #

—2+y
T 2
212 — 25y 4+ 50 =0

Drugie z rownan uktadu jest rownaniem kwadratowym z jedng niewiadoma. Rozwigzemy
najpierw to rownanie.

2y* — 25y 450 =0
A = 225
25—15 10 25415 =10

_ _ 10 _ 5 _
y= =7 =73 =y luby==4

Powracamy do uktadu rownan.

_ 2ty _ =24y
T 52 bl %~ T2
y=x y=10

1
= - :4
v glub{m

Odpowiedz:

Warunki zadania spetniajg dwie pary liczb: %, % oraz 4, 10.
Przyktad 5

Liczby dodatnie z, y, 2, w podanej kolejnosci, tworza cigg arytmetyczny. Liczby dodatnie
x, w, 2, w podanej kolejnosci, tworza ciagg geometryczny. Wykazemy, ze



ct+yt+z>2r+w+ z.

Nierowno$¢ z + y + z > = + w + z jest rownowazna nierownosci y > w. Wystarczy
wiec udowodni¢, ze y > w.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych, a wigc i dla liczb x, z prawdziwa jest nieréwnos¢
(z—2)7>0

Zapisujemy lewa strong¢ nieréwnos$ci w postaci sumy.

22 —2x24+22>0

Do obu stron nierownosci dodajemy 4zz.

22 — 2z + 22 + dxz > dxz

Lewg stron¢ nierownosci zapisujemy w postaci kwadratu sumy dwoch wyrazen.

(x +2)* > 4zz

Przeksztalcamy nierownos¢ rownowaznie, korzystajac z tego, ze liczby x i z sg dodatnie.
x4+ 2> 2/xz

Dzielimy obie strony nieréwnosci przez 2.

2 > 1z

Z zalezno$ci miedzy kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (z, y, z) wynika, ze

_ x+z
Yy=——

Z zalezno$ci miedzy kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (z, w, z) wynika, ze

W = /T2
Czyli:
y=>w

Udowodnilismy wiec, ze y > w, co konczy dowod.

Zauwazmy jeszcze, ze * + Yy + z = ¢ + w + 2z, gdy ciagi sg state.

Stownik

zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego



ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego wyrazu,
oprocz wyrazu pierwszego (i ostatniego, w przypadku ciggu skonczonego), jest
iloczynem dwoch wyrazow sgsiednich - poprzedniego i nastepnego

2 __
a, = Qp—1 * Qp41,

gdzie:
n>1lineN



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Najpierw samodzielnie sprobuj wyznaczy¢ zwigzek miedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, a nastepnie poréwnaj swoje wnioski
z prezentowanymi w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1pZ1E5a4

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zwigzku miedzy trzema kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego.

Polecenie 2

Znajdz taka liczbe z, dla ktérej ciag (—6, =, — 18) jest ciagiem geometrycznym.


https://zpe.gov.pl/a/D1pZ1E5a4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. W ciagu geometrycznym (a,,) o wyrazach dodatnich wyraz
a100 = 8 iwyrazaqge = 18. Zatem wyraz aq¢; jest rowny:

12

15

o O O

10

O 13

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Cigg (—24, z, vy, 3) jest ciggiem geometrycznym. Zatem:

O z—y=3v2
() z—y=6
() z—y=18
() z—y=0,5




Cwiczenie 3

W kazde wolne pole wpisz takg liczbe dodatnig, aby uzyskany cigg byt ciggiem
geometrycznym.

(18, , 2)

(64, , 36)

(3, , 27, )
(\ . 10, , 250)

Cwiczenie 4

Potacz w pary wyrazy ciggu i liczbe n, dla ktérej dany ciag jest ciggiem geometrycznym.

(n +6,2v5, 3— n) 25
(3, % e) ~2
(n, 5, n+ 24) 3

(n—3, \/6,n+2) 4

Cwiczenie 5

Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,,):

25
..., ag, (—2), aw, a1, a1z, a13, a14, (—2222), as, - ..
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] lloraz tego ciggu moze by¢ liczba dodatnia.
(] Prawdziwa jest rownos¢ a2, = —2 - ay;.
[ ] Ciag (an) jest ciagiem rosnacym.

(] Wyraz a2 tego ciaggu wyraza sie liczba catkowita.



Cwiczenie 6

Uzupetnij rozwigzanie podanego zadania, przeciagajac odpowiednie wyrazenia.

Dla jakiej wartosci x ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym, jeslia = 2z + 3, b = 12,

c=5x+1?

Rozwiazanie:

Korzystajac ze zwigzku miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, zapisujemy

réownanie:

2z+3)-( ) =144

Przekszta’rca‘r;{yilg';riziyilir;;r;e rownanie kwadratowe do postaci ogélnej.
10224 - 141=0

=0 ) (20) =0
Odpowiedz:
Ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym dla z : ------------------- lubz = —4,7

\77”4,7”3”—17+77H5929H5a:+1H3H17”77]

Cwiczenie 7 @

Liczby a, b, ¢ w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny o wyrazach niezerowych.

Jezeli do pierwszej z tych liczb dodac 1, a ostatnig z tych liczb podzieli¢ przez 2, to otrzymane
liczby w niezmienionej kolejnosci utworzg réwniez cigg geometryczny. Znajdz te liczby, jezeli
wiadomo, ze liczba b jest o 3 wieksza od liczby a.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze jesli w ciagu geometrycznym (a,,) o wyrazach dodatnich $rednia geometryczna
wyrazéw ay i ag jest rdwna wyrazowi as, to ciag ten jest ciggiem statym.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzek miedzy wyrazami ciaggu geometrycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» odkrywa zwigzek miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego

» znajduje brakujace wyrazy ciggu geometrycznego, korzystajac ze zwigzku miedzy
wyrazami ciggu

e rozwiazuje problemy dotyczace ciggu geometrycznego i arytmetycznego, korzystajac
z poznanych twierdzen i wnioskow

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e mapa mysli
e pracaz ekspertem metodg stolikow zadaniowych

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Krotkie powtorzenie wiadomosci na temat ciggu geometrycznego - nauczyciel
wyznacza 3 uczniow, ktorzy na przemian odpowiadajg na pytania zadawane przez
kolezanki i kolegow (zadajacy pytania moga korzystac z zeszytow i ksigzek).
Odpowiadajgcy uczniowie zostajg nagrodzeni ,plusami” lub ukarani ,minusami”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wspolnie ogladajg animacje, nauczyciel wyjasnia niezrozumiate kwestie.

2. Uczniowie pracujg w 5 grupach metodg stolikow zadaniowych. Przy kazdym stoliku
siedzi ekspert, ktory w domu przygotowat jedno z zagadnien omawianych w sekcji
»Przeczytaj’ (wedtug problemow podanych w kolejnych Przyktadach). Opracowat tez
swoje zadania podobnego typu. Jego zadaniem jest zapoznanie kazdej grupy z danym
problemem i pokazanie sposobu rozwigzywania zadan danego typu. Moze wspomagac
sie przygotowang wczesniej przez siebie prezentacjg lub przygotowanymi ¢wiczeniami
interaktywnymi.

3. Po zapoznaniu si¢ z zagadnieniami przy wszystkich stolikach, uczniowie wspolnie
sporzadzajg mape mysli obrazujacg typy zadan zwigzanych z zalezno$ciami miedzy
trzema wyrazami ciggu geometrycznego.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci. Eksperci — uczniowie
»odpowiedzialni” za poszczegolne stoliki komentuja prace grup, zwracajgc szczegolna
uwage na sposob pracy grup, wzajemne relacje miedzy uczniami, itp.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Ciag geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ w tematach zwigzanych z dowodzeniem twierdzen.


https://epodreczniki.pl/a/ciag-geometryczny/DCzQVB399

