Podzbiory zbioru skonczonego (tresé rozszerzona)

Ustalanie na ile sposobow z ustalonego zbioru mozna wybra¢ podzbior o konkretnejliczbie
elementéw. Definicja liczby k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego.
Przyklady z zakresu rozszerzonego.

Obliczanie liczby wszystkich podzbioréw zbiorow skonczonych. Przyktady z zakresu
rozszerzonego.

Twierdzenie: k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego. Przyktady na zastosowanie
twierdzenia o liczbie kombinacji. Zakres rozszerzony.

Wyprowadzenie wzoru na (x+1) do potegi czwartej. Wyprowadzanie wzoru na dwumianowy
Newtona. Zakres rozszerzony.



Podzbiory zbioru skorniczonego (tres¢ rozszerzona)

W tym materiale zawarte sq wiadomosci na temat sposobow wyznaczania podzbioréw zbioru
skonczonego. Poznasz:

e wzo0r na liczbe podzbiorow zbioru n - elementowego,

« definicje kombinacii,

e wzor na liczbe k - elementowych kombinaciji zbioru n - elementowego,
e wzOr dwumianowy Newtona.

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru skonczonego

Mozna obliczy¢, ile jest wszystkich podzbioréw pewnych zbioréw skonczonych.

pewien zbiér dwuelementowy ma 22 = 4 podzbiory,

pewien zbiér czteroelementowy ma 24 = 16 podzbioréw,
pewien zbioér piecioelementowy ma 2° = 32 podzbiory,

pewien zbior dziewiecioelementowy ma 2° = 512 podzbioréw.

Ustalajac liczbe podzbioréw, mozna zauwazyc, ze w stosunku do kazdego elementu zbioru
mozemy na dwa sposoby podja¢ decyzje o jego wyborze do tworzonego podzbioru.
Przyktad 1

Rozpatrzmy teraz zbior A = {a1, az, ..., an}, ktory ma n elementéw. Dowolny podzbior
zbioru A tworzymy, podejmujac decyzje, czy kazdy z kolejnych elementéw zbioru A:
ai,az,...,a, nalezy do tego podzbioru, czy nie nalezy. Mozna to zrobi¢na2-2-...-2 = 2"
nc iko
zynnikow

Sposobow.

Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A, ktéry ma n elementdw, jest rowna 2™.

Liczba kombinacji

Czesto spotykamy sie z koniecznoS$cia obliczenia, na ile sposobow mozemy z ustalonego zbioru
wybra¢ podzbior o konkretnejliczbie elementow.
Przyktad 2

Rozpatrzmy zbior A = {a1, az, ..., an} elementéow. Wtedy:

e jestjeden podzbidr zbioru A, do ktérego nie wybierzemy zadnego elementu ze zbioru A
(tym podzbiorem jest zbior pusty),

e jestjeden podzbior zbioru A, do ktérego wybierzemy kazdy element zbioru A (tym
podzbiorem jest caty zbior A),

e jest n wszystkich podzbioréw jednoelementowych zbioru A,




e jest Mwszystkich podzbioréow dwuelementowych zbioru A.

Zgodnie z metodg dopetniania podzbioréw do catego zbioru i zasadg rownolicznosci,
mozemy stwierdzi¢ tez, ze

e jest n wszystkich podzbioréw (n — 1) - elementowych zbioru A4,

e jest %ﬁl) wszystkich podzbioréow (n — 2) - elementowych zbioru A.

Definicja: liczba k - elementowych podzbioréw zbioru n - elementowego
Rozpatrzmy zbior A = {ay, as, . .., a,}, ktory man(n > 1) elementow.
Symbolem (Z) oznaczamy liczbe jego wszystkich podzbioréw k - elementowych (k > 0) i

(k<n).

n

k:) odczytujemy ,n po k7, stad np.:

Zapis symboliczny (

5 L4 ”
. (2) czytamy ,pie¢ po dwa’,

7
. (1> czytamy ,siedem po jeden’,

6
. (0) czytamy ,,szeSC po zero”.

Stosujac to oznaczenie, stwierdzimy, ze:

gdyn > 2.

W szczegolnosci:



Rozszerza si¢ tez (z czego my nie bedziemy korzystac) stosowanie tego symbolu na:
y . .. (0
e podzbiodr pusty zbioru pustego, przyjmujac <0> =1,

» przypadek, gdy k > n, wtedy przyjmujemy (Z) =0.

Kombinacje
Definicja: k -elementowa kombinacja zbioru n - elementowego

Kazdy k - elementowy podzbidr zbioru n - elementowego (0 < k < n) nazywa sie
zwyczajowo k - elementowg kombinacjg zbioru n - elementowego.

Pokazemy, ze liczba wszystkich k - elementowych podzbiorow, ktére mozna wybra¢ ze zbioru
n!

K- (n—Fk)! "

A ={ay,as,...,a,} liczacego n elementdw, jest rowna

Przypomnijmy, ze przez (Z) umowilismy sie oznacza¢ liczbe wszystkich mozliwych k -
elementowych podzbioréw zbioru A.

Dla dowodu zauwazmy, Ze liczba wszystkich mozliwych k - elementowych ciggow
utworzonych z réznych elementéw zbioru A jest z jednej strony réwna

Zz-(n—l)-(n—2)-...-(n—k+1Z:m

v . 7
k czynnikow

a z drugiej strony - jest rowna

ﬁ-(k—l).(k—2)._._,}.<z>

Vv . e
k czynnikow

poniewaz w kazdym z k - elementowych podzbioréw zbioru A mozemy ustali¢ kolejnos¢
elementow na



M=k (k—1)-(k—2)-... 1

k czynnikéw

Sposobow.

Otrzymujemy wiec rOwnos¢

stad

B Er—

Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej mamy twierdzenie.

Twierdzenie: liczba k - elementowych kombinacji zbioru n - elementowego

Liczba (Z) wszystkich k - elementowych kombinaciji zbioru n - elementowego jest rowna
n! n-n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)
El-(n—Ek)! k-(k—1)-(E—2)-...-1 '

Przyktad 3
Pokazemy kilka zastosowan twierdzenia o liczbie kombinacii.

1. Do turnieju koszykowki, rozgrywanego systemem ,kazdy z kazdym” (bez rewanzow),

zglosito sie 12 druzyn.

12
Liczba wszystkich meczow do rozegrania w tym turnieju jest zatem rowna ( 5 > , czyli

1211 __
1211 _ 6.

. Z pudetka, w ktorym znajduje sie 20 kul ponumerowanych od 1 do 20, mamy wylosowac

3 kule.
Kazdy wynik takiego losowania to trzyelementowy podzbior zbioru
dwudziestoelementowego, zatem liczba sposobow, na ktére mozna to zrobi¢, jest rowna

<3 ).Ta liczba jest wiec rowna 332!7! = 203'.129'118 = 1140.

. Na okregu zaznaczono 11 roznych punktow. Obliczamy, ile jest wszystkich czworokatow

wypuklych, ktorych wierzchotkami sa punkty wybrane sposrod tych zaznaczonych.
Poniewaz wybierajac dowolne cztery z tych jedenastu punktow na dokladnie jeden



sposob, polgczymy je tak, aby otrzymac kolejne boki czworokata wypuktego, wiec

11
szukana liczba wszystkich czworokatow to ( 4 ), co jest rowne 41!.17!! = lij?l,g?l's = 330.
4. Sposrod uczniow 37 - osobowej klasy nalezy wybrac¢ 5 — osobowg delegacije.
37
Mozna to zrobi¢ na ( 5 ) sposobow, co jest rowne 5,3?2, = 37'?3?’35,'23‘11’33 = 435897 (to

prawie pot miliona sposobow).
5. W pewnej grze losowej nalezy wybrac 6 liczb ze zbioru {1,2,3,...,49}. Liczba

. . . e 49 :
sposobow, na ktore mozna tego dokonac jest rowna 6 ) czyli

ol = 494841404544 _ 13983816 (to liczba bliska 14 milionom).
6. W rozdaniu brydzowym gracz otrzymuje 13 kart wybranych losowo z talii 52 kart. Liczba
wszystkich uktadow kart mozliwych do otrzymania przez brydzyste jest wigc rowna

(52), CZYli 52! — 52-51-50:49-48-47-46-45-44-43-42-41-40 = 635013559600 (tO ponad 635

13 13!-39! 13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

miliardow uktadow).
Przyktad 4

Rozpatrzmy rownanie

.’131—|—.’132—|—.’133—|—.’B4—|—€B5+$6:10

gdzie kazda z liczb x1, T2, T3, T4, T5, T4 jest catkowita i nieujemna.
Wykazemy, ze jest 3003 wszystkich rozwigzan tego rownania.

Rozpatrzmy pomocniczo wszystkie wyniki pietnastokrotnego rzutu monetg, w ktorych
wypadto doktadnie 10 ortéw. Oznaczmy przez:

x1 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach do momentu, w ktorym wyrzucono
pierwszg reszke,

x5 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktorym wyrzucono
pierwsza reszke, do momentu, w ktorym wyrzucono druga reszke,

x3 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktorym wyrzucono drugg
reszke, do momentu, w ktérym wyrzucono trzecig reszke,

x4 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktoérym wyrzucono
trzecia reszke, do momentu, w ktorym wyrzucono czwartg reszke,

x5 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktorym wyrzucono
czwartg reszke, do momentu, w ktorym wyrzucono pigtg reszke,

xg — liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktorym wyrzucono piatg
reszke.



Wtedy:

« kazdemu wynikowi takiego rzutu moneta odpowiada doktadnie jeden ciag
(mh L2y T3, T4, L5, mﬁ)v

 kazdemu ciagowi (z1, z2, 3, T4, 5, ) odpowiada jeden wynik pietnastokrotnego
rzutu monetg, w ktorym wypadto doktadnie 10 ortow.

15
PoniewaZjest(lO) = 1(1)!5,!5! = 15'51),[21337‘21,%‘11 = 3003 wszystkich wynikow pietnastokrotnego

rzutu moneta, w ktérych wypadto dokladnie 10 ortow, wigc rowniez tyle jest rozwigzan
rownania 1 + 3 + 3 + 4 + x5 + ¢ = 10 w nieujemnych liczbach catkowitych.

Rozumujac podobnie, mozna tez wykazac, ze rownanie £ + x3 + 3 + ... + x, = k, gdzie k
jest dodatnig liczbg catkowita, a kazda z liczb x4, 5, z3, . . . , ,, jest calkowita i nieujemna,

-1
ma doktadnie (n * Z ) rozwiazan.

Wspotczynniki dwumianowe, wzor dwumianowy Newtona
Przyktad 5

Wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej :
(x+1)* =zt 4+ 423 + 622 + 4z +1

 sposob I (algebraiczny)
Zapisujemy rOwnosc
z+1)'=(@+1)-(z4+1)-(x+1)-(z+1).
Po wymnozeniu wyrazen zapisanych w nawiasach po prawej stronie tej rownosci
i pogrupowaniu wyrazéw podobnych otrzymamy wyrazenie (wielomian zmiennej ),
w ktorym wystgpig jednomiany zmiennej x.
Czynnos¢ takg mozna wykonac, korzystajac ze wzoru na szescian sumy:
z+1)'=(z+1) -z+1) -(z+1)-(z+1)=(z+1)° - (z+1)=
=(*+32°+3z+1)-(z+1) =
= (333+3:132+3:13+1) - T+ (az3+3a:2+3x—|—1)-1:
=zt +33+ 3+ + a3+ 322 +3x+1=
= z* + 423 + 62 + 4z + 1 lub ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy:

(z+1)" = ((:c+ 1)2)2 = (a? +2$+1)2 = (22 + (2x+1))2 _

= (22?4222 2+ 1)+ (22 +1)° =
=zt +423 + 22 + 42?2 +4x+ 1 =
=zt + 423 + 62% + 4z + 1.

 sposob II (kombinatoryczny)
Zauwazmy, ze mnozac wyrazenia wybierane z kazdego z kolejnych nawiasow iloczynu
(x+1)-(x+1)-(x+1)-(x+ 1), dostaniemy za kazdym razem mnozenie czterech
czynnikéw. Wynikiem kazdego takiego mnozenia jest wyrazenie x*, gdzie k jest rowne 4
, 3, 2, 1 lub 0. Wykonajmy wigc wszystkie mozliwe mnozenia wyrazen wybieranych




z kolejnych nawiaséw - mozemy to zrobi¢ na 2* = 16 sposobow.
Rozrozniamy piec¢ przypadkow:

1. ze wszystkich nawiasow wybraliSmy 2 - mozna to zrobi¢ na jeden sposob, a w wyniku

. 4
otrzymamy z*, co mozna tez zapisa¢ jako ( 4) szt 10,

2. z doktadnie trzech nawiaséw wybraliSmy x - wtedy z dokladnie jednego nawiasu
wybrali$my 1, a wiec mozna to zrobi¢ na 4 sposoby. Zatem tgcznie otrzymamy 4z3, co

4
mozna tez zapisac jako <3> A O

3. z doktadnie dwoch nawiasow wybraliSmy = - mozna to zrobi¢ na % = 6 sposobow.

2.12

4
Lacznie otrzymamy wiec 622, co mozna tez zapisac jako ( 2) T ,
4. z dokladnie jednego nawiasu wybraliSmy & — mozna to zrobi¢ na 4 sposoby. Lacznie

otrzymamy wiec 4z, co mozna tez zapisac jako (1) szt 13,

5.z zadnego z nawiasOw nie wybraliSmy & - mozna to zrobi¢ na I sposob. Wtedy z kazdego
z nawiasOw musimy wybrac jedynke, wiec w wyniku mnozenia otrzymamy 1, co mozna

4
tez zapisac jako <0) ¥ 14

Ostatecznie stwierdzamy, ze
(z +1)* = z* + 42% + 622 + 4z + 1. Otrzymang tozsamo$¢ mozemy tez zapisaé

w postaci
4 4 4
(z+1)" = <4> -m4-10+(3)'x3°11+<2> cx? 12
4 4
—l—(l) st 13+ (0> cx0 - 14,
Przyktad 6

Wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej :
(z +1)° = 25 + 5z + 1023 + 1022 + 5z + 1.

 sposob I (algebraiczny)
(z+1)°=(z+1)" (z+1)=(z*+42® + 62 + 4z + 1) - (z + 1) =
=2’ + 4zt +62° + 42+ + 2t + 423 +62° + 4+ 1=
= 2° + bz* + 102> + 102% + 5z + 1.

 sposob II (kombinatoryczny)
Zauwazmy, ze mnozac wyrazenia wybierane z kazdego z kolejnych nawiasow iloczynu
(z+1)-(z+1)-(z+1)-(z+1): (z+1)
dostaniemy za kazdym razem do pomnozenia pie¢ czynnikow, przy czym kazdy z nich
to z albo 1. Zatem wynikiem kazdego takiego mnozenia jest wyrazenie z*, gdzie k jest
rowne 5, 4, 3, 2, 1 lub 0. Wykonajmy wiec wszystkie mozliwe mnozenia wyrazen
wybieranych z kolejnych nawiaséw — mozemy to zrobi¢ na 2° = 32 sposoby.

Rozrozniamy sze$¢ przypadkow:



1. ze wszystkich nawiasow wybraliSmy & — mozna to zrobi¢ na jeden sposob, a w wyniku
5 . . . ’ . 5 5 0
otrzymamy z°, co mozna tez zapisac jako g) T 1%,
2. z dokladnie czterech nawias6w wybraliSmy = - wtedy z dokladnie jednego nawiasu
wybrali$my 1, a wiec mozna to zrobi¢ na 5 sposobow. Zatem tgcznie otrzymamy 5z*, co

5
mozna tez zapisa¢ jako <4> szt 1
5
3. z dokladnie trzech nawiasow wybraliSmy  — mozna to zrobi¢ na ( ) 5'4'3 10

sposobow. Lacznie otrzymamy wiec 1023, co mozna tez zapisa¢ jako ( >
=10

4.z dokladnie dwoch nawiasow wybraliSmy = - mozna to zrobi¢ na 57 0 sposobow.

: : . . o o 3
Lacznie otrzymamy wiec 102, co mozna tez zapisa¢ jako o) T 12,
5. z doktadnie jednego nawiasu wybraliSmy # — mozna to zrobi¢ na 5 sposobéw. Lacznie
otrz . . . .. 3 1 4
ymamy wiec bz, co mozna tez zapisac jako )T 1%,

6. z zadnego z nawiasOw nie wybraliSmy x — mozna to zrobi¢ na 1 sposob. Wtedy z kazdego
z nawiasow musimy wybrac¢ jedynke, wiec w wyniku mnozenia otrzymamy 1, co mozna

. 5
tez zapisac jako (0) cx0 10,
Ostatecznie stwierdzamy, ze

(z +1)° = 2° + 5z* 4+ 102® + 102> + 5z + 1.
Otrzymana tozsamos¢ mozemy tez zapisa¢ w postaci

(z+1)° = <2> -m5-10+(i)-x4-11+(§> cxd 124

5 5 5) 5}
.p2.13 bl 14 L0, 15
+(2) T + <1> T + (0) T
Przyktad 7

Wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej z:
(x4+1)" =27 + 72% + 212 + 352* + 352 + 2122 + Tz + 1

e sposobl
Najpierw pokazujemy, ze
(z4+1)°=(z+1)"- (2 +1) = (2% + 5zt + 1023 + 1022 + 5z +1) - (z +1) =
= 2% + 62° + 152* + 2023 + 1522 + 6z + 1.
Stad
(z+1)"=(x+1)° (z+1) = (25 + 62° + 152* + 202% + 1522 + 6z + 1) - (z + 1) =
= a" + 72% 4 212° + 352" + 352° + 212% + Tz + 1.



e sposob II
Korzystajgc z pomystow przedstawionych w sposobie II rozwigzania poprzednich
podpunktow, pokazujemy, ze

(x+1)" = (;)x7-10—|—(2)-$6-11—|—<§) -w5-12+<1) cxt13

734725716707
+(3) 1 <> 1+1 ml—l—oxl.

e () () 10)~ () 2 () - ()=
()-()- -

(z+1)" = 2" + 72° + 212° + 352 + 352% + 212% + Tz + 1.
Rozumujgc podobnie jak w sposobie II rozwigzan przedstawionych w powyzszym

35, wiec otrzymujemy

przyktadzie, mozna pokazac, ze dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn oraz
dowolnych liczb catkowitych a oraz b prawdziwa jest rowno$¢

n n n n n—1
(a+b) —<0>a —I—(l)a b+
+(n)a"—2b2 + ...+ < n )alb”—l + (n)b”.
2 n—1 n

Wzor ten jest nazywany wzorem dwumianowym Newtona.
W szczegolnosci dla a = b = 1 otrzymujemy

0 )

Otrzymana rownos¢ uzasadnia znany nam juz fakt, ze liczba wszystkich podzbiorow
zbioru n - elementowego jest rowna 2".



