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Zrédto: Dawid Zawila, dostepny w internecie: unsplash.com.

Zaroéwno rownania, jak i nierownosci naleza do jednego z najstarszych, znanych juz
w starozytnosci, dziatow matematyki: algebry.

Wkiad w rozwdj poje¢ z zakresu algebry, oprocz starozytnych Sumeréw i Grekow, majg
takze cywilizacje wschodnie: chinska oraz indyjska. Jednak za ojca wspoétczesnej algebry
uwaza sie¢, zyjacego w latach 1540 - 1603 francuskiego prawnika Francois Viete'a, ktoremu
zawdzigeczamy miedzy innymi wprowadzenie symboli nie tylko dla niewiadomych, ale takze
dla danych oraz ujednolicenie ogoélnych metod rozwigzywania rownan. Tak, tak, to nie
pomyika - Francois Viete byt z wyksztatcenia prawnikiem! Przez znaczng cze$¢ zycia
wykonywat zawod adwokata, radcy sgdowego, parlamentarzysty i radcy kroéla Francii
Henryka IV. Czy wiesz, ze pelniac te ostatnig funkcje, rozszyfrowat tajne wiadomosci krola
Hiszpanii Filipa II? Dzieki temu strona francuska poznata wszystkie planowane przez
przeciwnika strategie i zamierzenia. Hiszpanski wiadca dowiedziawszy sie o tym wniost
skarge do papieza o uzywanie czarnej magii przeciw niemu! Viete swojg matematyczng
pasje rozwijat do konca zycia, a jej owoce utrwalat w licznych pracach takze z zakresu
astronomii, trygonometrii i geometrii. Swoje prace wydawat czesto na wtasny koszt

i rozsytat do wielu uczelni europejskich. Nie wszystkie jednak zostaty opublikowane za jego
zycia lub wkrotce po Smierci — czeS¢ dziet Viete'a ukazata si¢ 40 lat po jego Smierci pod
wspolnym tytutem Opera Mathematica.



W tym materiale zapoznasz si¢ z przykladami i sposobem postepowania w przypadku
nierownosci wymiernych podwojnych, ktore nazywac¢ mozna takze uktadami nieréwnosci.

Twoje cele

» Rozwiazesz nierbwnosci wymierne.

e Rozwiazesz nierowno$¢ wymierng podwojna.

o Wykorzystasz warto$¢ bezwzgledna, rozktad wielomianu na czynniki liniowe,
dziatania na przedziatach liczbowych, sporzadzanie i przeksztatlcenie wykresu
funkcji homograficznej, czytanie wykresu funkcji, rozwiazujac nieréwnosci
wymierne.

» Wykorzystasz w zadaniach zwigzek miedzy reprezentacjq algebraiczng i graficzna

nieréwnosci.



Przeczytaj

Definicja: nieréwnos¢ wymierna podwojna

Nierownoscig wymierng podwojng nazywamy taka nier6wnosc¢, w zapisie ktorej
wystepuja dwa symbole mniejszosci /wiekszosci, jak w przyktadzie:

Wi(z) < W(z) < Ws(z), gdzie wyrazenie srodkowe W (x) lub wyrazenia skrajne Wy (x)
oraz Ws(x) sq wyrazeniami wymiernymi. W szczeg6lnosci wszystkie wystepujgce w tym
zapisie wyrazenia moga by¢ wyrazeniami wymiernymi. OczywiScie nierownos$c¢ taka

moze zawierac¢ jeden lub oba ,nieostre” symbole nieréwnosci, tzn. <.

Witasnosci wartosci bezwzglednej
Dla kazdejliczby rzeczywisteja > 0 prawdziwe sg nierownosci:

e |z|<ae —a<z<a
e |z| >a<[(x < —a)V (x> a)

Powyzsze nieréwnos$ci mozna zapisa¢ za pomocg przedzialow liczbowych:

e |z| <asx € (—a;a)
e |z| >a < e (—o00,—a)U(a;00)

Nierownosci te mozna takze przedstawi¢ graficznie.

r<—a —a —Te<|r<aua a T >a

Przyktad 1

Rozwigzemy nier6wnos¢ podwojng: —2 < %B"'—Jr_f <1



Rozwigzanie
Kolejne kroki rozwigzania

Okreélamy dziedzine nieréwnosci: D = R\ {—1}.

Nierownos$¢ podwojng zapisujemy w postaci koniunkcji dwoch nieréwnosci:

2c—2 2c—2
—2< z+1 /\ z+1 <1

Rozwigzujemy kazdg z nierownosci niezaleznie. Mowimy, ze rozwigzujemy uktad

nieroOwnosci.
2x—2 2x—2
—2< 4 A\ a1 =1
2z—2 2z—2
0< 22249 A 21 —1=0
2z—2 2(z+1) 2z—2 x4+l
z+1 + z+1 >0 /\ 1 Z+1 <0
2 —242z+2 20—2—x—1
xil - >0 /\ z+1 <0
4z z—3
21 = 0 A o1 =0
dz(z+1) >0 N (z—3)(z+1) <0
2131:0,1132:—1 /\ 2131:3,1132:—1
+ + ++ A
>
-1 0 X
z € (—o0,—1) U (0,00) A z e (—1,3)

Koniunkcja dwoch zdan jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy oba
zdania s3 zdaniami prawdziwymi. Uzycie spojnika logicznego i (A) miedzy dwiema
nierownosciami oznacza wiec konieczno$c¢ spetnienia obydwu nieréwnosci
jednoczes$nie. Zatem nieréwno$¢ podwojna ma rozwigzanie bedace iloczynem
(czesScig wspolng) rozwigzan nierownosci sktadowych, tzn.

o 3 3
::Vl..c

—
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 X

Odpowiedz: z € (0, 3).

Przyktad 2


javascript:void(0);

ac+1

Rozwigzanie
Kolejne kroki rozwigzania
Okreélamy dziedzine nieréwnosci: D = R\ {—1,1}.
Nierownos¢ podwojng zapisujemy w postaci koniunkcji dwoch nierownosci
i rozwigzujemy uktad nieréwnosci:

Rozwigzujemy uktad nierownosci:
z(z—1) < z(zx — 1) A z(z+1)° <az(z+1)

z(x+1)° —z(z+1) <0
zzx+1)(z+1-1)<0
r?(x+1) <0

z(z—1)—z(z—1)><0 A
zx—1)(1—2z+1)<0 A

z(z—1)(2—-2)<0 A
A

1 =0,22=1,23 =2 x1 =0, =—1

\ .,

O <

N1 \ _— —/1
€ (0,1) U (2,00) A z € (—o0,—1)

Wskazujemy iloczyn rozwigzan dwoch nierownosci:

L

Ll 7 A A4 7 1

—
=3 =2 =l 0 1 2 3 4 X

Odpowiedz: z € {0} - nier6wnos¢ jest sprzeczna.
Przyktad 3
Rozwigzemy nier6wno$c¢: ‘Ef_—l| < 2.

Rozwigzanie

=Y


javascript:void(0);

Z wthasnosci wartosci bezwzglednej wiemy, ze wyjSciowa nierownosc¢ jest rownowazna

nierownosci podwojnej: —2 < =5 < 2.

Kolejne kroki rozwigzania
Okres$lamy dziedzine nieréwnosci: D = R\ {—1,1}.
Nieréwnos¢ podwojng zapisujemy w postaci koniunkcji dwoch nieréwnosci
i rozwigzujemy uktad nieréwnosci:

T T
—2 S z2—1 /\ z2—1 S 2
—T +22>0 —1 —2<0
m 2(z*-1) m 2(z*-1)
z2—1 + x2—1 >0 22—1  z22-1 <0
x4222—2 x—2z242
x2—1 Z 0 22—1 S 0

2 g — 272 2
2m$;—_9c1 2 2 0 Té4x+ S 0

> > > > >

z2—1
(22> +z—2)(z* - 1) >0 (—20° +z+2)(z* - 1) <0
A=1+4+16 =17 A=1+4+16 =17
€, = —1—4¢17’$2 _ —14;1\/1—7 A €, = 1+Z/1_7’x _ 1—4¢17
r3=—1,x4=1 r3=—-1,x4=1
++ + + 4+ + -|-+->|- A
—1—4\/ﬁ_1 —1+4\/ﬁ1 X
T e (—oo, _1_4\/1_7> /\
U<—1,1+T‘/ﬁ>u(1,oo)
Oo—+— —+—0—+—0 O O -
AU | 1-vVI7T =1+ V17 1 1+ V17 X
4 4 4 4

Uwaga: To zadanie wymaga szczegolnej uwagi w zakresie szacowania miejsc
zerowych bedacych liczbami niewymiernymi.

Odpowiedz: x € (—oo, A_T‘/ﬁ> U < 1_}l/ﬁ, _1Z¢ﬁ> U <1+T\/1—7, OO)-




Stownik

koniunkcja

to zdanie ztozone z dwoch zdan potaczonych spojnikiem logicznym 7. Spojnik logiczny %
w matematyce oznacza si¢ symbolem A. Koniunkcje zdan pi g zapisujemy tak: p A ¢

iloczyn dwéch zbioréw

to zbior elementow nalezacych jednoczesnie do obu zbiorow



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie galerie zdje¢ interaktywnych. Pokazuje ona krok po kroku graficzny
spos6b rozwigzania podwadjnej nierdwnosci wymiernej. Warto zapamietad, ze niektére zadania

znacznie tatwiej rozwigzac graficznie, niz algebraicznie.



Polecenie 2

Rysunek przedstawia wykresy trzech funkcji: f(z) = =25 — 4, g(z) = 3 = — 9 oraz

h(z) = —4. o

Na jego podstawie zapisz co najmniej dwie (inne niz w Poleceniu 1) nierédwnosci oraz odczytaj
ich rozwiazania z zatagczonego wykresu.

g(z) =3z-9

RPN ESRSSSA TRy Ol ENESSRPUN RSN DU F— ——




Polecenie 3

Rozwiaz graficznie nieréwnos$¢ podwdjng —2 < 2;:12 <1

Polecenie 4

Rozwiaz graficznie nierdwnos¢ % < |z —2|.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Dziedzing podwadjnej nieréwnos$ci wymiernej

_9 ~3 . .
i+4 < 0 < = jest zbior:

R\ {2,3}
R\ {-4,4,2,3}

R \ {_47 _2a 27 3}

o O O O

R \ {_47 _2a 2}




Cwiczenie 2

Rysunek przedstawia graficzng ilustracje nieréwnosci.
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Wskaz nierownos¢ z rysunku.

+1<4

4
O 1< =

O 1<28 <4

O 1<F5+2<4

O 1<% -1<2



Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Rozwigzaniem nierdwnosci ‘2$m_+—15 | < 2 jest zbior:

O (—OO,—].)U<%,OO)
O (_007 _1)
Q (_1’00)

O (1)

Cwiczenie 4

lle liczb naturalnych spetnia nieréwnosé 0 < 8_% < %? Uzupetnij odpowiedz, przeciagaja:
odpowiednig liczbe.

BB EENED

Cwiczenie 5

Potacz nierownosé z jej zbiorem rozwigzan.

1< 222 < g z € {1} U (2,00)
dr< i<z z € (-2,-1)
‘wf2|<]‘ ZL’E(—OO,].)

0< <t z € (3,00)



Cwiczenie 6

Rysunek przedstawia wykresy dwéch funkcji: f(x) = lccl% oraz g(x) = 2|z| — 4.

Zaznacz wszystkie poprawne stwierdzenia:

—4 < g(.’IZ) < f(w) dlaz € <_17 1> U <_3a _2> U <273>

0< f(z) <2dlaz € (—o0,—3) U (3,00)

-2 < f(z) < —ldlaz € (—1,1)

g9(z) < f(z) <4dlaz e (—3,-2)U(2,3)

|f(z)] <0,5dlaz € (—o0,—4) U (4, 00)

—1< f(z) <0dlaz € {0}

0< f(z) <g(z)dlaz € (—oo0,—3) U (3,00)

o o o o o o 0o o

g9(z) < f(z) < —1dlaz € (—1,0) U (0,1)



Cwiczenie 7

Dana jest funkcja f(x) = % Rozwiaz algebraicznie i graficznie nierdwnosc:
—2< f(x—-1) <=z

Cwiczenie 8

Uzasadnij, ze zadna liczba ujemna nie spetnia nieréwnosci:

x2—bx+4
£ohed] <1,



Dla nauczyciela

Autor: Karolina Nowak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Nier6wnoS¢ niewymierna podwojna

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) rozwigzuje rGwnania wymierne postaci I;/,((mw)) = 0, gdzie wielomiany V' (z))i W (z) sa

zapisane w postaci iloczynowe;j.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) rozwiazuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (z) > 0, W(z) > 0, W(z) < 0, W(z) <0
dla wielomianoéw doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktore daja si¢
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
lub metodg grupowania;

2) rozwigzuje rOwnania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2x .
20 T ot 2 TnE

V. Funkcje
Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istnieja) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych warto$ci najwigksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(z — a),
y=f(z)+by=—f(z)y=f(-=z);



Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = | f(z)|;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nier6wnos¢ wielomianowg, wymierna,

» przeksztalca wyrazenia wymierne,

 szkicuje oraz rozpoznaje wykresy funkcji wielomianowej, homograficznej,

» ocenia efektywnosc stosowanych metod i dobiera je w sposob przemyslany,
» dokonuje analizy informacji, przetwarza je i wycigga wnioski,

» argumentuje i uzasadnia swoje dziatania,

 integruje umiejetnosci z roznych dziatow matematyki.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa,
o dyskusja,
 stacje zadaniowe.

Formy pracy:

o pracaindywidualna,
e pracaw parach/matych grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,



« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Wprowadzenie” oraz
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji tj. ,Nier6wno$¢ wymierna
podwa@jna”, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniéow o przypomnienie poje¢: nierowno$¢ podwojna, uktad
nierownosci, warto$¢ bezwzgledna, koniunkcja, iloczyn zbioréw. Koryguje (jesli jest
taka potrzeba) wypowiedzi uczniow oraz ilustruje je prostymi przyktadami.

3. Nauczyciel inicjuje dyskusje z uczniami na temat metod rozwigzania nieré6wnosci
wymiernej przedstawionych w przyktadach i prosi wybrane osoby o analiz¢ tych
metod.

Faza realizacyjna:

1. Wszyscy uczniowie uczestnicza w obserwacji galerii zdje¢ interaktywnych. Po
odtworzeniu galerii nauczyciel zacheca uczniéw do formulowania pytan i watpliwosci.
Odpowiedzi na padajace pytania w pierwszej kolejnosci udzielajg inni uczniowie,

a dopiero pozniej nauczyciel.

2. Kazdy uczen indywidualnie realizuje Polecenie 2. Wybrani uczniowie prezentujg
odpowiedzi, jeden z uczniow zapisuje je na tablicy. Powstaje lista polecen i odpowiedzi,
ktore mozna sformutowac z wykorzystaniem graficznej reprezentaciji zadania.

3. Uczniowie tworza 3-4 osobowe zespoty, ktorych zadaniem jest wspolne
wykonanie Polecenia 4.

4. Nastepnie zespoly przystepuja do wykonania ¢wiczen zamieszczonych w sekcji
»Sprawdz sie” metodg stacji zadaniowych.

Faza podsumowujaca:

1. Cztonkowie zespotow formutuja ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcii
»Sprawdz sie”, ktore s3 omawiane z calg klasa.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Nierownos¢ wymierna podwojna”
i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Jakg wczesniejsza wiedze i umiejetnosci wykorzystali na lekcji? Co byto dla nich (lub
nadal jest) trudne?

Praca domowa:



1. Zadaniem uczniow jest ulozenie i rozwigzanie 3 nierownosci wymiernych podwajnych.

Materialy pomocnicze:

e Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
» Graficzne rozwigzywanie nieréwnosci wymiernych
o Nieréwno$¢ wymierna

Wskazowki metodyczne:

 Galeria zdje¢ interaktywnych moze postuzy¢ jako material powtorzeniowy przed
sprawdzianem lub jako uzupelnienie lekciji ,Zbior rozwigzan nierownosci wymiernej”.


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-nierownosci-wymiernych/Dtwq2MxYf
https://zpe.gov.pl/b/graficzne-rozwiazywanie-nierownosci-wymiernych/PRWuvjldg
https://zpe.gov.pl/b/nierownosc-wymierna/P15imuMTF

