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Austriacki fizyk i filozof Ernst Mach (1838 r. -
1916 r.), zaliczany do empiriokrytycyzmu
(zwanego drugim pozytywizmem), twierdzit,
ze nalezy usunac¢ z nauki wiele poje¢
uwazanych przez niego za metafizyczne (np.
pojecia ,atom”, ,przyczyna”). Opisy zjawisk
naukowych powinny by¢, wedtug Macha, jak
najkrotsze, aby skierowac¢ wysitek na
przedstawianie faktéw. Taki punkt widzenia
kwestionowat tradycyjny sposob postrzegania
nauki, aby dostarcza¢ drobiazgowej wiedzy.
Wplynat jednak znaczgco na rozwoj
logicznego pozytywizmu.

Dla Macha matematyka byla dziedzing
wiedzy, ktora najlepiej realizuje gltoszone
przez niego idee. Uwazal, ze: , potega
matematyki polega na pomijaniu wszystkich
mysli zbednych i cudownej oszczednosci



W przekonania Macha o upraszczaniu jezyka naukowego dobrze wpisujg sie wzory
skroconego mnozenia, a w szczeg6olnosci wzor na roznice szescianow, ktory poznamy
w tym materiale.

Twoje cele

e Poznasz wzor skroconego mnozenia na roznice szescianow.
» Zastosujesz wzor skroconego mnozenia na roznice szesScianow do przeksztalcania

wyrazen algebraicznych i arytmetycznych.



Przeczytaj

Wzor skroconego mnozenia na roznice szescianow dwoch wyrazen mozemy wyprowadzi¢
w podobny sposob jak wzor na sume szeScianow lub skorzysta¢ po prostu ze wzoru na sume
szeScianow.

Ponizej oba sposoby otrzymania wzoru.
Pierwszy sposob

3

Chcemy zapisa¢ wyrazenie a® — b3 w postaci iloczynu. W tym celu do wyrazenia dodamy

a’bi odejmiemy a2b.
a® b =a®+a’b—a’h -0
Grupujemy wyrazy i z pierwszej sumy wylaczamy przed nawias a?, a z drugiej b.
a® — b =a® —a’b+a’b— b = a*(a—b) + b(a® — V?)

Roznice a? — b? zapisujemy w postaci iloczynu (a + b)(a — b), korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow i z tak powstatego wyrazenia, wylaczamy
przed nawias wspoélny czynnik, czyli (a — b).

a® — b = a?(a—b) + b(a + b)(a — b) = (a — b) (a® + ab + b?)
Drugi sposéb

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na sume sze$cianow, do ktérego w miejsce b
podstawiamy (—b).

a4 (—b)® = [a + (—b)] - [a2 —a-(=b)+ (—b)2] = (a —b)(a® + ab + b?)

W ten sposob otrzymalisSmy wzor na roznice szeScianow dwoch wyrazen.

zoOr skroconego mnozenia na roznice szeScianéow dwoch wyrazen:

a® —b® = (a — b)(a® + ab + b°)

Roznica szeScianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi roznicy tych wyrazen przez
sume kwadratow tych wyrazen powigkszong o iloczyn tych wyrazen.
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Niekiedy wyrazenie a® + ab + b* nazywamy niepelnym kwadratem sumy wyrazen a i b.
Wtedy wzor skroconego mnozenia na roznice szeScianow mozemy zapisac stownie: roznica
szescianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi roznicy tych wyrazen przez niepeiny
kwadrat ich sumy.

Wyprowadzony wzor ma podobne zastosowania jak poznane wczesniej wzory skroconego
mnozenia.

Korzystajgc ze wzoru na roznice szescianow, mozna niektére sumy zapisywac w postaci
iloczynow.

Przyktad 1
Zapiszemy kazde z wyrazen w postaci iloczynu.
?—1=2"-1=@x-1)(z*+z+1)
a®—2= (a—\‘“’/§)(a2+a\3/§+\3/71)
28 — 27 = (22)° — 33 = (22 — 3) (2* + 322 + 9)
82 — 1250 = (22)° — (54/2)" = (20 - 5¢/2) (42 + 20 - 5z + 25V/a7) =
= (22— 5V/@) (42* + 1009/ + 25V/a?)
Przyktad 2
Przeksztalcimy roznice poteg na iloczyny, wykorzystujgc wzor na roznice szeScianow.
x6 —ab = (x2)3 — (a2)3 = (a:2 — a2) (IB4 + a’x? + a4)
% e — (% —x4)(%+ %x4+w8)

Wykorzystanie wzoru na roznice szeScianéw dwoch wyrazen znacznie utatwia
przeksztatcanie wyrazen algebraicznych.

Przyktad 3

Zapiszemy wyrazenie %j:—} W najprostszej postaci, a nastepnie obliczymy jego wartos¢ dla

z =13
Rozwigzanie:

Licznik i mianownik podanego utamka rozktadamy na czynniki i skracamy.

-1 (1’3_1)(532"‘9’3"‘1) _ x4zl

z2-1 — (z+1)(z—1) —  =x+l
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Obliczamy warto$¢ liczbowa wyrazenia - w miejsce = wstawiamy /3, wykonujemy
wskazane dziatania i usuwamy niewymierno$¢ z mianownika utamka.

(V3) +v31 . m (a+vE)(vE)
V3l VB (¢§+1) (\/§—1)

_ 4V3—443—/3 _ 3v3-1
2

3-1

Odpowiedz:

iy . . 3v3-1
Wartosc wyrazenia jest rowna ——5—.

Waznym zastosowaniem wzoru skroconego mnozenia na roznice szescianow jest
zapisywanie iloczynu w postaci réznicy.

C-Ox[ 1+ JO+ON=[T-O°

Przyktad 4
Zapiszemy iloczyny algebraiczne w postaci roznic.
(5a — 1)(25a% + 5a + 1) = (5a)’ — 1® = 1254° — 1
(3z — 2y) (92® + bzy + 4*) = (3z)® — (20)° = 272% — 8°

(\3/§a—a> (\3/§a2 +\3/§a2+a2) = 3a° — a® = 24°

Wzoér skroconego mnozenia na szescian roznicy mozna zastosowac obliczajac wartosci
wyrazen zawierajacych pierwiastki.

Przyktad 5

(2—\3/5)(4—#2\3/5—#\3/1):8—2:6

(1—\/5)(1—1—\/54—2):13—(\/5)3:1—2\/5



Stownik
wzor skroconego mnozenia na roznice szescianow

roznica szescianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi roznicy tych wyrazen przez
sume kwadratow tych wyrazen powigkszong o iloczyn tych wyrazen



Animacja

Polecenie 1

Zapisz podane iloczyny w postaci réznic, wykonujac odpowiednie mnozenia.
Nastepnie zapoznaj sie z animacjg i jeszcze raz zamien iloczyny na réznice - tym razem
korzystajac z odpowiedniego wzoru. Poréwnaj otrzymane wyniki.

a.(1—m)(m*+m+1)
b. (z — 2y) (2 + 2y + 43?)

C. (2332 — 3:1:) (4334 + 62% + 9332)

d. (4—\/5)(16—4—4\/5—!—2)

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dpf3gbodl

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwzoru skréoconego mnozenia na roznice
szeScianow.

Polecenie 2

Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu, ktorego wysokos¢ jest rowna © — % a pole podstawy jest
réowne + + 1z + 2% gdyz > 1.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Dla kazdej liczby rzeczywistej  wyrazenie (2:[: — 3y2) (4;1:2 + 6z + 9y4) jest
rowne (2:13 — 3y2)3.

() ROwnos¢ k3 — 8 = — (—k3 + 8) jest prawdziwa, jesli z jest liczba dodatnia.
(O Jesli 1000a® — 64 = (m — 4) (m* + 40a + 16) tom = 10.

(O Wyrazenie (2 — 1) to réznica szescianéw liczb 2 i 1.

Cwiczenie 2

Dopasuj dziatanie do wyniku

(10 — 10a) (100 + 100a + 100a?) —1000a® + 1
(0,1a — 1)(1+0,1a + 0,01a?) 0,001a® — 1
(a® 4 10a + 100) (10 — a) 1000 — 1000a’

(100a% + 10a + 1) (1 — 10a) 1000 — a®



Cwiczenie 3
Ocen, czy poprawnie zamieniono réznice na iloczyn. Zaznacz prawidtowg odpowiedz.
8—a°=(2—x)(4—22° + 2?)

5z’ —27= (32 -3) (52 + 2 +9)

o O O

-5 -(-90+5+3)

O z—z3=1+ax)(z® + 2t + 25)

Cwiczenie 4

Uzupetnij ponizsze réwnosci, wybierajgc odpowiednie wyrazenia sposréd podanych.

____________________

2 — ‘a4+\3/5a2—{‘/5"m2—7"k—k3"1—|—l<:H:c—7’
‘a4—\3/3a2+\3'/5"a4+\3/3a2+€'/2_5’ x — 49




Cwiczenie 5
Uzupetnij luki, wstawiajac w nie odpowiednie liczby z podanych.

Wspétczynnik liczbowy przy 23 w wyrazeniu (8 — 2z) (64 + 16x + 4:1:2), po wykonaniu

(0] (36 (6 ][es][0][2][4][=8][16][27][22][21][8][15]

Cwiczenie 6

Potacz w pary rowne liczby.

(2\/3 _ 2) (24 v 4\/5) 2v2 — 5v/5
(2+¢§+1)(1—¢§) 1-2v2
(x/i - \/5) (7 + \/1_0) 9

(1—6’/5)(1+€/§+€’/§) 405 — 8



Cwiczenie 7 @

Uzupetnij luki w dziataniach, wybierajac odpowiednie liczby.

3] (2] (o] (=38l o) [e] =7 = o] (=3 (2] (=2 (3]

Cwiczenie 8 @

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwiazanie réwnania 1 — (z + 1)3 = —2%(z + 3)
wykorzystujacego wzér na réznice szeScianow.

—x% — 322 — 3z = —2® — 322 =
(—z)(1+z+1+22+22+1) = —2® — 322 a
z=0 s
1—(z+1)° = —2%(z +3) s
(1—93—1)-[12+1-(x+1)+(x+1)2]:—x2(as+3) $
—3x=0 s
—ac(a:2—|—3m—|—3) = — g3 — 322 =



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor skroconego mnozenia na réznice sze§cianow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

e pozna wzoér skroconego mnozenia na roznice szescianow

 zastosuje wzor skroconego mnozenia na roznice¢ szescianow do przeksztatcania
wyrazen algebraicznych i arytmetycznych

» przeanalizuje problem algebraiczny i wybierze najefektywniejszy sposob rozwigzania

» dokona oceny wlasnej pracy i wyodrebni swoje mocne i stabe strony w zakresie
wykorzystania wzorow skroconego mnozenia

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 rybki w akwarium
e mapa mysli

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat dostep do
komputera

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby przypomnieli sobie w domu zastosowania dotychczas
poznanych wzorow skroconego mnozenia.

2. Grupa uczniow (4 - 5) — dalej zwana ekspertami — w domu zapoznaje si¢ z materiatem
z sekcji ,Przeczytaj” tak, aby mogta przekaza¢ pozostalym uczniom pozyskane
informacje.

Faza wstepna:

Grupa wybranych wczesniej uczniow zapoznaje pozostate osoby ze wzorem skroconego
mnozenia na roznice szescianow.

Uczniowie wspolnie okreslaja temat i cele zaje¢ oraz kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie pracujg metodg rybki w akwarium - eksperci wspolnie ogladaja animacije,
jednoczes$nie objasniajgc jej kluczowe elementy. Tak, aby pozostali uczniowie obserwujacy
»I'ybki” zrozumieli nawet najtrudniejsze elementy rozwiazan prezentowanych przyktadow.

Nastepnie eksperci prezentuja przyktady zadan zapisanych w sekcji ,,Przeczytaj”

Teraz uczniowie w matych grupach rozwigzuja zadania interaktywne - eksperci czuwajg
nad ich praca.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie wykonuja wspoélnie mape mysli, na ktorej zaznaczajg kluczowe elementy
zwigzane z dotychczas poznanymi wzorami skroconego mnozenia stopnia 3. Mapa ta
pozostanie w klasie i bedzie uzupetniania, w miare poznawania nowych wzorow.



Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

Uczniowie dokonujg samooceny.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, udzielajac
im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:

» Dzialania na wyrazeniach algebraicznych - przykiady
» Drzialania na wyrazeniach algebraicznych - zadania

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na nastepnych lekcjach podsumowujacych umiejetnosci
dotyczace wzorow skroconego mnozenia.
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