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O polu tréjkata inaczej

Znajomos¢ dlugosci podstawy trojkata i wysokosci poprowadzonejna t¢ podstawe pozwala
obliczy¢ jego pole. Podobnie dlugosci dwoch bokéw i kgt miedzy nimi jednoznacznie
wyznaczajg takie pole, co wiecejjednoznacznie wyznaczaja trojkat, w przeciwienstwie do
podstawy i wysokosci trojkata, ktore wyznaczaja pole, ale nie wyznaczajg trojkata, jako figury
(nie s3 cechg przystawania). Ale nie zawsze wyznaczenie pola trojkata jest celem - bywa, ze
jest to tylko Srodek do celu, jakim moze by¢ na przyktad wyznaczenie promienia okregu
opisanego na tym trojkacie. Tutaj przychodzi nam z pomocg twierdzenie sinusow, a raczej
wnioski z tego twierdzenia, pozwalajgce badac zaleznoSci miedzy polem trojkata

i promieniem okregu opisanego na tym trojkacie. Czas na praktyczne zastosowanie tych
roznych zaleznosci.

Twoje cele

e Zastosujesz poznane wzory na pole trojkata w sytuacjach typowych.
e Zbudujesz model matematyczny i wybierzesz odpowiedni wzor do danej sytuacij.
 Zastosujesz poznane wzory do wyznaczenia zaleznoSci miarowych w trojkacie

w sytuacjach problemowych.




e Zbadasz zaleznoSci miedzy polem trojkata wpisanego w okrag i promieniem tego
okregu.



Przeczytaj

Rbézne spojrzenia na pole tréojkata

Trojkat jest figurg, ktora ,cieszy sie szczegolnymi wzgledami” wérod autoréw programow
szkolnych. Pomyslcie bowiem, gdy nauczyciel w szkole poprosi o podanie wzoru na pole
prostokata jest niemal pewne, ze przywotany zostanie tylko jeden - ten, w ktorym liczymy
iloczyn dtugosci bokow: a - b. Raczej nikt nie powie, ze pole prostokata wyraza si¢ np.
wzorem % - d? - sin @, gdzie d jest dlugoécig przekatnej, a ¢ katem miedzy przekatnymi.
Tymczasem swoistym elementarzem, w odniesieniu do trojkata, jest nie tylko wzor,

w ktorym liczymy potowe iloczynu dtugosci podstawy i wysokosci, ale takze ten, czesto
przywolywanym przy konstruowaniu zadan zamknietych na mature z matematyki, gdzie
wykorzystujemy kat miedzy bokami, tj.: 5-ab - sin <t(a, b), czy ten najkrotszy i czesto
nieuswiadomiony: p - r, ktory tgczy promien okregu wpisanego i obwod trojkata. Ale teraz
nadszed? czas, by te wzory wykorzystac.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat o bokach dtugosci 5, 6, 7 i zastanowmy sie jak wiele dodatkowych
informaciji, zwigzanych z tym trojkgtem, da si¢ otrzymac, przy wykorzystaniu poznanych
dotychczas twierdzen i zalezno$ci i tych, ktorych zasoby znajdujg si¢ w dostepnym na
egzaminie maturalnym zestawie wybranych wzoréw matematycznych.

Zacznijmy od zastosowania wzoru Herona. Zgodnie z przypisywang Heronowi
zaleznoscig, pole dowolnego trojkata opisuje wzor

Pn = +/p(p—a)(p—b)(p — c), gdzie a, b, c sa dtugosciami bokow trojkata, a p jest
potowg jego obwodu.

W naszym przypadku mamy p = 2 — 9 oraz PA = 1/9(9 — 5)(9 — 6)(9 — 7) = 6+/6.

ZnajomoS¢ pola trojkata i parametru p - opisujagcego potowe jego obwodu - pozwala
tatwo obliczy¢ promien r okregu wpisanego w ten trojkat. Skorzystamy ze wzoru

Pp=p-r,
ktory takze cytowany jest w przywotanym zestawie wzorow. Mamy zatem:
6v/6 =97 stadr = 88 — 26

Poniewaz pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ i promieniu R okregu opisanego na
trojkacie opisuje wzor
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PA — abc

AR
wiec R = f};i :
e P — 567 35
W naszym przypadku otrzymujemy: R = NN

Przed nami jest wyznaczenie miar katow naszego trojkgta. Poniewaz

- — 2R,

sin «

. ci. B 35
wiec w szczegolnosci: =2 2,
€ g ™

sin

Stad sina = %*5/6 = 27*/6 ~ 0,6999, zatem o ~ 44°.

Podobnie =0 = 2. 2% zatemsin 8 = 1246 0,8398 oraz 8 =~ 57°. Z bilansu katéw
sin 8 46 35

w trojkacie wynika, ze trzeci z katow ma przyblizona miare rowna:
180" —44° — 57" =T79".

Uwaga

Niebawem wyznaczenie miar katow trojkata o danych bokach bedzie mozliwe bez
wyznaczania jego pola - przydatne bedzie twierdzenie cosinusow - tymczasem jednak to
wiasnie pole stanowi punkt wyjScia do dalszych obliczen. Warto jednak nadmienic¢, ze aby
wyznaczy¢ miary katéw nie ma potrzeby wyznacza¢ promienia okregu opisanego -
wystarczy zastosowac inny wzor na pole trojkata: Pa = %ab sin 7y, gdzie oczywiscie a, b
sa dlugosciami bokow, a v jest miarg kata lezacego miedzy tymi bokami.

Rozwigzemy teraz zadanie, w ktorym wyznaczeniu polu czworokgta bedzie towarzyszyto
zastosowanie twierdzenia sinusow, a sam czworokat potraktujemy jako ,sume” dwoch
trojkatow (uzycie cudzystowu w stowie suma nie jest konieczne, bowiem czworokat jest
w istocie suma mnogosciowg dwoch trojkatow).

Przyktad 2

Rozwazmy analogiczny problem jak w przyktadzie 1, ale przygotowaniem do
zastosowania twierdzenia sinusow beda jedynie definicje funkcji trygonometrycznych
w trojkacie prostokgtnym i twierdzenie Pitagorasa (unikniemy tym samym siegania do
wzoru Herona).

Rozwazmy trojkat o bokach dtugosci 16, 20, 24. Wyznaczymy jego pole, promien okregu
opisanego i wartosci sinusow katow tego trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, gdzie h jest wysoko$cig poprowadzong na bok b, a
x 1y sa dlugosSciami odcinkow, na jakie spodek tej wysokosci podzielit podstawe. Mamy
wowczas, ze ¢ + y = 24.
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Trojkaty o bokach z, h, c oraz y, h, a sa oczywiscie prostokatne, dlatego mozemy zapisac¢
rownosci

h? = c? — 2?2 oraz h®> = a® — 2.
Stad mamy ¢? — z2 = a? — ?, czyli 16> — 22 = 20% — o2,

x+y=24

Pozwala to zbudowa¢ uklad rownan { 956 — 22 — 400 — y2'

Poniewaz y = 24 — x, wiec mozemy druga rOwnos¢ zapisa¢ w postaci
256 — 2 = 400 — (24 — z)*.

Po uproszczenie przyjmuje ona postac¢ 256 — 400 4 576 = 48x.

Stad & = 9 oraz h? = 256 — 81 = 175. Zatem h = 5+/7 oraz sin o = 51—*{57.

Pole trojkata jest wiec rowne: Pa = % .24 - 57 = 60V/7.

Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny: R = % = %

16
Korzystajac ponownie z twierdzenia sinuso6w mozemy wyznaczy¢ sinusy pozostatych
katow tego trojkata:

sin 8 =

ST, SR o UV, {
20 g SIY = —H55— = -

Przyktad 3

Rozwazmy trapez wpisany w okrag o promieniu R = 12, ktérego kat ma miare 757, a jego
przekatna tworzy z podstawa kat o mierze 30°. Naszym zadaniem jest obliczenie pola



tego trapezu. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Na poczatku musimy przypomnie¢, ze kazdy trapez wpisany w okrag jest
rOwnoramienny, zatem mozemy rozwaza¢ dowolng z jego dwoch przekatnych, np. BD.
Nalezy takze zauwazyc¢, ze trojkat ABD jest wpisany w ten sam okrag, co dany trapez,
zatem

a ramie trapezu ma dtugo$¢ |[AD| =24 - 1 = 12.

Poniewaz |<<TADB| = 180° — 75° — 30° = 75°, wiec —om- = 24,
Stad |AB| = |BD| = 24 - sin 75"

Oczywiscie moglibySmy wyznacza¢ dlugos¢ wysokosci trapezu i jego krotszej podstawy,
ale dla utatwienia skorzystamy z faktu, ze pole trapezu jest rowne sumie pol trojkatow
ABDi BCD.

Zatem Pypcp = Papp + Ppep = 7 |AB| - |BD| -sin30° + 3 - |BC| - | BD| - sin45".
Stad Papep = % -24-sin75° - (24-sin75° . % 4 12.@) _

—12-sin75° - (12 . sin75° + 6\/5).

Jesli ,przeszkadza” nam zapis sin 75", jako oznaczenie pewnejliczby, to mozemy

podstawi¢ przyblizong warto$¢ z tablic (0, 9659) lub uwierzy¢ (przy zagadnieniach
V6+v/2
.

z trygonometrii bedzie to wyjasnione), ze sin 75° =

Stownik



wzor Herona

wzOr pozwalajacy obliczy¢ pole trojkata, jesli znane sg dtugosci a, b, ¢ jego bokow; niech
p = %b*c oznacza potowe obwodu trojkata - wtedy pole .S wynosi:

S=Vplp—a)p—b)(p—oc)

twierdzenie Snelliusa

w matematyce zamienna nazwa twierdzenia sinusow, okreslajacego zwigzek miedzy
bokami i kgtami w trojkacie.

twierdzenie Carnota

w matematyce zamienna nazwa twierdzenia cosinusow, okreslajagcego zwiazek miedzy
katem i bokami w trojkacie



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Uwaznie zapoznaj sie z prezentacja, a nastepnie wykonaj polecenia.

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Doktadna warto$¢ sin 75° jest réwna:

O V32
V6+v2
O GZ 2
V3+V2
O 32: 2
=y
O 64 2
Polecenie 3

Oblicz pole tréjkata ABC, w ktérym mamy dane: |AB| = 2, |AC| = V6,

<ABC| = 60".



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @
Cwiczenie 1 O
Cwiczenie 2 ¢

Jeden z katow trdjkata ma miare 150°, a bok lezacy naprzeciw tego kata ma dtugosc 4,

rowng iloczynowi dtugosci pozostatych bokéw. Oblicz pole tego tréjkata.

Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

W okrag o promieniu R = 13 wpisano tréjkat ABC), ktérego dwa boki maja dtugosé
odpowiednio |AB| = 24 i |BC| = 13. Oblicz pole tego tréjkata.

Cwiczenie 6 O

Pole tréjkata ABC jest rowne 18. Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na tym

tréjkacie jest wiekszy niz 3.



Cwiczenie 7 @
Kat miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego ma miare «;, jak na rysunku. Wyznacz

stosunek pola kota opisanego na tym trojkacie do pola tego trojkata.

Cwiczenie 8 @
Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD. Proste zawierajace ramiona trapezu

sg prostopadte, jak na rysunku.

\\\ ///,
”
7
~v=90°
////
D /// \\ C

30°

/A \B

Kat BAC ma miare 30° i jest rowny katowi, jaki przekatna BD tworzy z ramieniem BC
trapezu. Réznica R — r promieni okregdéw opisanych odpowiednio na trojkatach ABD
i BCD jest rbwna v/3 — 1. Oblicz pole trapezu ABCD.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Temat: Zastosowanie twierdzenia sinuso6w do obliczania pola tréjkata
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria PP

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

5) stosuje twierdzenia sinusoéw i cosinus6w oraz wzor na pole trojkata Py = %ab - siny;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty)

VIL. Trygonometria PR

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje zalezno$ci miedzy bokami i kgtami w tréjkacie

 stosuje twierdzenie sinusOw do wyznaczania zalezno$ci miarowych w tréjkacie
e korzysta z wartosci doktadnych i przyblizonych funkcji trygonometrycznych

» wykorzystuje wzory na pole trojkata

e buduje strategie rozwigzywania ztozonych problemow



Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wylkorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
e zestaw wzorow matematycznych

» projektor multimedialny,

» zestaw wzorow matematycznych
 arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel podigcza projektor multimedialny do komputera. Sprawdza urzadzenia audio.
Przygotowuje dla kazdego z uczniow zestaw wzoroéw matematycznych, dopuszczonych do
uzytku ma egzaminie maturalnym.

Faza wstepna:

» Nauczyciel prosi uczniow o podanie znanych im wzoréw na pola prostokata i trojkata.
Prowadzi dyskusje na temat zastosowan tych wzorow.

» Nauczyciel prosi uczniow o zapisanie wzorow na pole trojkata, w szczegolnosci tych,
do dowodow ktorych stosowano twierdzenie sinusow.

» Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Nauczyciel formutuje problem opisany w Przyktadzie 1. i prosi o podanie strategii jego
rozwiazania. Steruje dyskusja w taki sposob, by punktem wyjScia stato si¢ obliczenie
pola trojkata przy wykorzystaniu twierdzenia sinuséw. Uczniowie pod kierunkiem



nauczyciela wyznaczajg miary katow danego trojkata i promienie okregow wpisanego
i opisanego na tym trojkacie.

Nauczyciel formutuje problem opisany w Przyktadzie 2. i dorysowuje wysoko$¢ trojkata
poprowadzong na bok o dlugosci 24. Prosi o zbudowanie uktadu rownan, ktory
poprzez zastosowanie twierdzenia Pitagorasa pozwoli obliczy¢ boki powstatych
trojkatow prostokatnych i w konsekwencji zastosowac definicje funkcii
trygonometrycznych.

Nauczyciel formutuje problem opisany w Przyktadzie 3. i prosi uczniéw o podanie
strategii rozwigzania. Sugeruje taki model triangulaciji, ktory pozwala obliczy¢ pole
trapezu. Nauczyciel wskazuje na mozliwo$¢ obliczenia warto$ci przyblizonych funkcii
trygonometrycznych i wartosci doktadnych, przy zastosowaniu wzoru na sinus sumy
argumentow.

Uczniowie zapoznaja si¢ z prezentacjg multimedialng. Nastepnie pracujac w grupach
wykonujg polecenia zapisane pod prezentacjg. W razie potrzeby nauczyciel wskazuje
miejsce (slajd) w prezentacji, gdzie uczniowie mogg znalez¢ pomoc w rozwigzaniu.
Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z roznych dzialbw matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji. Inicjuje dyskusje na temat zastosowania
poznanych wzorow na pole trojkata.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktére nie
zostaty wykonane w czasie zajgc.

Materialy pomocnicze:

Twierdzenie o kacie wpisanym i Srodkowym

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna wykorzystywac zarowno w trakcie powtorzenia

wiadomosci z planimetrii, jak rowniez przy okazji rozwigzywania zadan w trakcie

przygotowan do egzaminu maturalnego z matematyki.
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