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Co to znaczy, ze ciag jest zbiezny?

Zrédto: Dean Marston, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Ciag nieskonczony to taki, ktory posiada nieskonczenie wiele wyrazow. Jednym

z najwazniejszych poje¢ zwigzanych z ciggami nieskonczonymi jest pojecie granicy. Wigze
sie z nim bardzo wazna wlasno$¢, ktorg nazywamy zbieznoscia ciggu i ktorej poswiecony
bedzie ten temat. Dowiemy sie czym s3 ciagi zbiezne oraz poznamy przyktady zaréwno
ciggow zbieznych jak i takich, ktore zbiezne nie s3. Poznamy rowniez zwigzek pomiedzy
zbieznoS$cig ciggu a posiadaniem przez niego granicy.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ co to znaczy, ze ciag jest zbiezny.
» Poznasz przyktady ciggdéw zbieznych oraz takich, ktore nie s zbiezne.
e Zrozumiesz zwiazek miedzy zbiezno$cig ciggu oraz granicg ciggu.




Przeczytaj

Pojecie ciggu zbieznego jest Scisle zwigzane z granicg ciggu. Przypomnijmy zatem definicje
granicy ciggu.

Definicja: Granica ciggu

Niech dany bedzie cigg nieskonczony (a,,). Powiemy, Ze liczba g € R jest granica tego
ciggu, jesli dla dowolnejliczby dodatnieje > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla
dowolnejliczby naturalnejn > N zachodzi nierownos¢

la, — g| < €.

Intuicyjnie powyzsza definicja oznacza, ze liczbe rzeczywistg g nazywamy granicg ciggu
nieskonczonego, jesli w dowolnym jej otoczeniu (w szczeg6olnosci w dowolnie matym, tzn.
o dowolnie malym promieniu) znajdujg sie prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego.

Okazuje sie, ze nie kazdy cigg nieskonczony posiada granice. Spojrzmy na ponizszy
przykiad.

Przyktad 1

Rozwazmy cigg dany wzorem
a, = (—1)"

Poniewaz wyrazenie (—1)" jest rowne 1 dla n bedacych liczbami naturalnymi parzystymi
oraz jest rowne —1 dla n bedacych liczbami naturalnymi nieparzystymi, wiec kolejne
wyrazy ciggu (a,) mozna zapisa¢ nastepujaco

~1,1,-1,1,-1,1, ...

Zatem ciag (a,) przyjmuje tylko dwie roézne wartosci —1 oraz 1 i kazda z nich powtarza
sie nieskonczong ilos¢ razy. Ta obserwacja pozwala nam stwierdzi¢, ze cigg ten nie
posiada granicy, gdyz nie istnieje liczba rzeczywista taka, ze w dowolnym jej otoczeniu
znajda sie prawie wszystkie wyrazy tego ciggu. Istotnie, jesli g jest dowolnie wybrang
liczba rzeczywistg, to dobierajac dostatecznie malg liczbe dodatnig €, otocznie liczby g

o promieniu ¢, tzn. przedzial (g — €, g + €), nie bedzie zawiera¢ co najmniejjedne;jz liczb
—1lub1
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Powyzsza obserwacja pozwala nam dokonac klasyfikacji ciggéw nieskonczonych
w zaleznosci od tego czy posiadajg one granice czy tez nie.

Definicja: Ciag zbiezny

Ciagg nieskonczony (a, ) nazywamy zbieznym, jesli posiada on granice g € R (tzn. posiada
on granice bedaca liczbg rzeczywista).

Spojrzmy na kolejne przyklady ilustrujace powyzsza definicje.
Przyktad 2

Ciag a,, = % jest ciggiem zbieznym, gdyz posiada on granice rowng 0. Rozwazmy teraz
cigg dany wzorem

an =3+~

n

Wiemy, ze 1_1)13 % = 0. Oznacza to, ze w dowolnie matym otoczeniu liczby 0 znajduja
n o0

sie prawie wszystkie wyrazy tego ciggu. Jesli do kazdego wyrazu ciagu a,, = % dodamy
liczbe 3, to wowczas w dowolnie maltym otoczeniu liczby 3 znajdg si¢ prawie wszystkie
wyrazy ciagu a, = 3 + % Oznacza to, ze granica tego ciggu jest rowna 3, zatem jest to

rowniez cigg zbiezny.

Przyktad 3
Rozwazmy cigg dany wzorem
an = 2cos(mn), n € N.
Policzmy kilka poczatkowych wyrazow tego ciagu
a1 =2cos(m) =2-(—1)= -2
az =2cos(2m) =2-1=2
a3 =2cos(3m) =2-(—1) = -2

a4 = 2cos(4m) =2-1=2
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Z powyzszego oraz faktu, ze funkcja cosinus jest funkcja okresowa o okresie rownym 27
wynika, ze a, = —2dlan = 2k + 1, k € N (tzn. gdy n jest liczbg nieparzysta) oraz

a, = 2dlan = 2k, k € N (tzn. gdy n jest liczba parzystg). Rozumujac teraz analogicznie
jak w przykiadzie 1., mozemy stwierdzi¢, ze ciag dany wzorem a,, = 2 cos(7n) nie
posiada granicy, a zatem nie jest zbiezny.

Przyktad 4
Rozwazmy cigg dany wzorem
a, =sin(mn) —1, neN.
Policzmy kilka poczatkowych wyrazow tego ciagu
ap =sin(r) —1=0—-1=—1
a; =sin(2r) —1=0—-1= -1
a3 =sin(371) —1=0—-1= -1

Poniewaz funkcja sinus jest funkcjg okresowg o okresie réwnym 27, wiec sin(z7n) = 0 dla

kazdego n € N. Oznacza to, ze nasz ciagg jest ciagiem statym takim, Zze a,, = —1 dla
kazdego n € N. Ciagi state sg ciggami zbieznymi, gdyz ich granica jest rowna tej stalej
wartosci (w naszym przypadku 1_1&1 a, = —1).

Ciekawostka

Okazuje sie, ze suma dwoch ciggow nie bedacych ciggami zbieznymi moze by¢ ciggiem
zbieznym. Aby wykazac ten fakt, rozwazmy dwa ciagi.

an=(—1)" , by=(-1D""1 | necN
Wypiszmy po kilka poczatkowych wyrazow kazdego z ciggow.
a1 = (-1 =-lyas = (1) =1l,a3 = (-1 = ~L,as = (-1)* =1
bh=(-1)2=1b=(-1)>=-1,bs=(—1)*=1,bs = (—1)° = —1

Oba ciggi przyjmujg zatem na zmiane wartosci 1 oraz —1. Rozumujac wiec analogicznie
jak w przyktadzie 1., mozemy stwierdzi¢, ze oba ciggi nie sg zbiezne. Z drugiej strony
widzimy, ze dlan = 2k + 1, k € N (tzn. gdy n jest liczbg nieparzysta) a, = —1, natomiast
b, = 1. Gdyn = 2k, k € N (tzn. gdy n jest liczbg parzysta) a, = 1, natomiast b, = —1.
Wynika stad, ze dla kazdegon € N

an+b,=-14+1=0.

Ciag (an + by) jest wiec ciggiem statym rownym 0. Jest on wiec zbiezny.



Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego

wszystkie wyrazy ciggu poza co najwyzejich skonczong iloscia
otoczenie punktu

otoczeniem punktu xgy o promieniu € > 0 nazywamy zbior

U(zg,e) ={x € R: |z — x| < €}




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg animacja, na ktérej przedstawiono sposéb na wyznaczenie granicy
ciagu zbieznego a,, = nz—]:l Po zapoznaniu sie z animacja, wykonaj zamieszczone pod nig

polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwPWtOdO0

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zbieznosci ciggu.

Polecenie 2

Postepujac podobnie jak przedstawiono w animacji uzasadnij, obliczajac granice, ze ciag

n—1 . . .
an = 77 Jest zbiezny.
Polecenie 3

Ktory z podanych ciggdw jest zbiezny?

_ _3n
A a, = Gnid

B.a, = %0



https://zpe.gov.pl/a/DwPWtOdO0

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Czy ciaga,, = % jest zbiezny? Zaznacz prawidtowg odpowiedz.

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2 @

Przeciagnij w puste miejsca odpowiednie elementy tak, by powstato zdanie prawdziwe.

2% jest | , gdyz jego granica

Ciaga, =

istnieje i jest rowna —2 ’ ‘ nie istnieje ’ ‘ istnieje i jest rowna —oo ’ ‘ rozbiezny ’ ‘ zbiezny ’

Cwiczenie 3 ®
Cwiczenie 4 ¢
Ktéry z podanych ciggéw nie jest zbiezny? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O an =sin(§ + nn)

O a, = cos(2nm)



Cwiczenie 5

Wskaz wszystkie ciagi zbiezne.

D a, = 5111(271'71)
_ 1
() an=77

D a, = 277,;—1

Cwiczenie 6

Wskaz wszystkie ciagi, ktore nie sg zbiezne.
(] an = cos(4mn)
(] an =2+ cos(mn)
) ap=1—sin(m— )

D an:%ﬂ

Cwiczenie 7

Potacz w pary, tworzac zdania prawdziwe.

. _ ngl nie jest zbiezny, bo jego granica nie
Clag an = n2_” istnieje

. jest zbiezny, bo jego granica jest rowna
Ciag a, = 2;%11 1

2

jest zbiezny, bo jego granica jest rowna

Ciaga, =2-(-1)" 5



Cwiczenie 8

Przenie$ podane ciggi do odpowiednich obszaréw.

Ciagi, ktore s zbiezne

Ciagi, ktore nie sg zbiezne

a, = sin(% + 7m)

an = cos(mn)

an = COS(WTR) ’ ‘ an = 2§i1
a, = sin(m — mn)




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to znaczy prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,

1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:

» Dowiesz sie co to znaczy, ze ciag jest zbiezny.
» Poznasz przyktady ciggow zbieznych oraz takich, ktore nie sg zbiezne.
e Zrozumiesz zwigzek miedzy zbiezno$cig ciggu oraz granicg ciggu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
e film;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,,Co to znaczy, ze cigg jest zbiezny?” i celow zajec,
przejScie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,,Co to znaczy, ze ciag jest zbiezny?”
i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.



Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie z medium w sekcji ,Animacja” i rozwiazuja polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze:
Wtasnosci ciggow zbieznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,,Co to znaczy, ze ciag jest zbiezny?”.
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