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Wykorzystanie wzorow redukcyjnych i okresowosci
funkcji trygonometrycznych.

— | Zrodto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tejlekcji powtorzymy i zastosujemy do rozwigzywania zadan wszystkie wzory redukceyjne,
okresowos¢ funkciji trygonometrycznych oraz podstawowe tozsamosci trygonometryczne.
Postaramy si¢ omowic¢ na przyktadach mozliwie najwig¢cejroznego rodzaju zadan -
obliczeniowych i dowodowych. Naszym gléwnym celem jest powtorzenie wszystkich
wspomnianych zaleznosci oraz nabranie biegloSci w rozwigzywaniu zadan.

Twoje cele

» Zastosujesz wzory redukcyjne do obliczania warto$ci wyrazen trygonometrycznych.
 Zastosujesz wzory redukcyjne do dowodzenia twierdzen.



Przeczytaj

Zaczniemy od przypomnienia najwazniejszych zaleznosci, z ktorych bedziemy korzystac
w tej lekciji.

Parzysto$¢/nieparzystos¢ funkcji trygonometrycznych: dla kazdego « € R zachodzi:

o cos(—z) = cos z - parzysto$¢ funkcji cosinus,
e sin(—z) = —sinx - nieparzystos¢ funkcji sinus,
o tg(—z) = —tgz,x # T + km, k € Z - nieparzystos¢ funkcji tangens.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne prawdziwe dla z € R:

2z =1loraztg ¢ = S22 r# 5 +kmkel

cosz’

sin?  + cos
Wzory redukcyjne prawdziwe dla z € R:
sin(% — a:) =cCcos<T

cos(% — ac) =sinz

tg(%—:c): Lz 4kmkecZ

tgz ?

sin(% + :13) = CcosT

cos(% +a:) = —sinx
tg (% +:c) :—tg%,x#km,kez

sin(m — z) = sinx
cos(m —x) = —cosx

tg(m—z)=—tgz,x# 5 +knkcZ

sin(m +x) = —sinz
cos(m+ ) = —cosx

tg (m+x) =tgz,x# 5 +km,kcZ

sin(% — ac) = —CosZx
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sm(% —|—:1:) = —COST
cos(% + a:) =sinx

tg(% -I—x) :—tg%,x%kﬂ,kez

sin(2r — z) = —sinz
cos(2m — x) = cosx

tg(2r—z)=—tgr,x # 5 +knkecZ

sin(2m + ) = sinz
cos(2m + x) = cosx
tg 2r+z) =tgz,x # 5 +Ekn ke Z

Okresowosc¢ funkcji trygonometrycznych - okresem zasadniczym funkciji sinus i funkcii
cosinus jest liczba 27, za$ okresem zasadniczym funkcji cosinus jest liczba .

sin(z + 2k7m) = sinx
cos(x + 2km) = cosx
tg (x+ kr) =tgz, k€ Z,x # 5 + mm,m e Z

Analizujgc kolejne wzory redukcyjne, mozna zauwazy¢ pewng prawidtowos¢. Zanim jg
opiszemy, wprowadzimy pojecie kofunkcji. Mowimy, ze kofunkcja sinusa jest cosinus (i
odwrotnie). Kofunkcja funkcji f(z) =tg z, z # 5 + km, k € Z jest funkcja o wzorze

g9(z) = tg%n, x # km, k € Z (i odwrotnie).

Zauwazmy teraz, ze kazde dodanie do lub odjecie od argumentu funkcji trygonometrycznej
liczby 4 zamienia dang funkcje na kofunkcje. Przesledzmy to na przyktadach:

sin(3f +2) =sin(§ + (7 +2)) = cos(m+z) =

= cos(% + (% —i—a:)) = —sin(% —i—w) = —cosz

tg (r— ) =tg (3 + (¥ — =)) :—tg(%l_m) =L = tgz
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Cala procedure mozna zapisa¢ w postaci kilku krokow:

1. Zapisujemy argument funkcji trygonometrycznejw postaci k- 5 + x, k € Z, gdzie

x € (0, %)

2. Ustalamy znak warto$ci rozwazanego wyrazenia trygonometrycznego.
3. Jesli k jest liczbg nieparzystg, to funkcja przechodzi na kofunkcje, za$ jesli k jest liczbg

parzystg, to funkcja zostaje bez zmian.
Krok procedury
Zapisujemy argument funkciji
trygonometrycznejw postaci k - 4 + =,
k€ Z,gdziex € (0,%).

Ustalamy znak wartosci rozwazanego
wyrazenia trygonometrycznego.

Jedli k jest liczba nieparzysta, to funkcja
przechodzi na kofunkcje, za$ jesli k jest
liczbg parzystg, to funkcja zostaje bez zmian.

Przyklad

Wartos¢ wyrazenia cos # jest ujemna

(drugie ramie kata 5 - & + 17 lezy w II
¢wiartce uktadu wspotrzednych).
Poniewaz k = 5 jest liczbg nieparzysta,
wiec funkcja cosinus przechodzi na
sinus: cos(5 -5+ ﬁ) = —sin 7.

Przyktad 1
Obliczymy warto$¢ wyrazenia sin 12° 4+ sin36° + sin 192" + sin 216°.

sin12° + sin36° + sin 192° + sin 216° =
— sin12° +sin36° + sin(180° + 12°) + sin(180° 4 36°) =
— sin12° +sin36° —sin12° —sin36° = 0

Przyktad 2

(gtr+tg226° ) cos 406°
cos 316°

1
T tgT2"tgls”

Obliczymy warto$¢ wyrazenia:

1 . .
(w+tg226 ) cos 406 1

cos 316° T tg727tgl8” T
B (e 8(180°+46°) ) cos(360°+46°) . B
- cos(270°+46") "~ tg(90°—187)tgl8"”
( 1 +tg46°> cos46°
o tgd6” 1
— . © - 1 o —
sin 46 tng'thS
_ (tg46°+tg46°) cos46” 1 _ 2tgd6’-cosd6” 1
- .460sin46° 1 sin46° 1
S °
_ Pegacosd 1 2sin46" 1 _9 7 _q
sin46° 1 7 sin46° 1 -
Przyktad 3

Wiedzac, ze sin(m — t) = —%,t € (, %), obliczymy:




a) sin(7 + t)

Zauwazmy najpierw, ze sin(w —t) = s
Zatemsin(m +t) = —sint = —(— %) = 2.
b) cos(m — t)

Poniewaz cos(m — t) = — cost oraz sint = — 2, skorzystamy z jedynki

3
trygonometrycznej: sin® ¢ + cos’t = 1 & (—%)2 +cos’t =1« cos’t = .

Poniewaz t € (m, 3&), wiec cost = — 5 Zatem
cos(m —t) = —cost = —(—%) = %
c)tg (% + t)
Mamy tg(% + t) = — é = — gﬁff . Z poprzednich podpunktéw mamy sint = —% oraz
v .
cost = —%,wigc st — £ = _%.
3
Przyktad 4
Obliczymy warto$¢ wyrazenia sin £ + cos %0“.

. m 18r _ 2 18t _ . (5r _ 3n 10r | 3wy _
Sin 5 + COS 5~ = SIn 45 + COS —Sm(lo 10)+COS( 0 + 10)—

~ sin(3 - ) + cos(n+ 3) —cos 35 — cos 35 =0

Przyktad 5
Obliczymy warto$¢ wyrazenia sin sin 10° +sin20° +sin30° + ... +sin360".
Zauwazmy, ze

sin100° +sin110° +sin120° 4+ ... +sin170° =
=sin(90° +10°) +sin(90° +20°) +sin(90° +30°) + ... +sin(90" + 80°) =
=cos10° +cos20° +cos30° +...+ cos80°

sin190° + sin200° + sin210° 4 ... 4 sin260" =
= sin(180° +10°) + sin(180° +20°) + sin(180° +30°) + ...
+5in(180° +80°) = —sin10° —sin20° —sin30° — ... —sin80°

sin 280° + sin290° 4 sin300° 4 ... +sin350° =
=sin(270° 4+ 10°) + sin(270° +20°) + sin(270° +30°) + ...
+5sin(270° +80°) = —cos10” — cos20° — cos30° — ... — cos 80"

Zatem



sin10° + ...+ sin80° +sin90° +sin100° + ... +sin170° + sin 180° +
+sin190° + ... +sin260° 4+ sin270° 4+ sin280° + ... +sin350° + sin360° =
=sinl0° +...4+sin80° +sin90° + cos10° + ... 4+ cos80° + sin 180° +
—sinl10° — ... —sin80° +sin270° —cos10° — ... — cos80° +sin 360" =
=sin90° 4 sin180° 4 sin 270" +sin360° =1+0—-1+0 = 0.

Przyktad 6
Poréwnamy liczby cos 87" i tg 183°.
Zauwazmy, ze cos 87" = cos(90° — 3°) = sin3” oraz tg 183° =tg (180" +3°) =tg 3".

Aby porownac liczby cos 87° i tg 183, wystarczy poréownac liczby sin3” i tg 3°. W tym
celu zbadamy znak réznicy tych wyrazen:
sin3°— tg3° =sin3° — 3 —4in3° . (1 - 1) =sin3" - =321 poniewaz dla

a€(0°,90°) mamy 0 < sina < 1oraz0 < cosa < 1, wiec cos3° — 1 < 0. Stad
sin3° - €83 1 <0 wiecsin3"— tg3° < 0 < sin3° <tg 3.

cos 3’

Stownik
okresowos$¢ funkcji trygonometrycznych

okresem podstawowym funkciji sinus i funkcji cosinus jest liczba 27; okresem
zasadniczym funkcji tangens jest liczba 7

parzystosc¢ funkcji cosinus

funkcja cosinus jest funkcja parzysta, co oznacza, ze dla dowolnego x € R zachodzi
réwnos¢ cos(—x) = cosx

nieparzystosc funkcji sinus

funkcja sinus jest funkcja nieparzystg, co oznacza, ze dla dowolnego x € R zachodzi
réwnoéc sin(—x) = —sinzx

nieparzystosc funkcji tangens

funkcja tangens jest funkcjg nieparzysta, co oznacza, ze dla dowolnego
g € R\ {F +km: k € Z} zachodzi rownosc¢ tg (—z) = — tg =




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z informacjami zawartymi w galerii zdje¢. Na ich podstawie wykonaj polecenie nr
2.

Polecenie 2

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Pytanie

Wyrazenie sin(m — x) jest
tozsamosciowo rowne
wyrazeniu

sinz [ | cos(¥ +z) [ cos(3 +z) [

Wyrazenie cos(% — :13)
jest tozsamosciowo rowne
wyrazeniu

—sinz [ cos(3 —z) [] cos(3 +z) [

s e 3w
Wyrazenie tg (7 — :13)
jest tozsamosciowo rowne
wyrazeniu

1 1
tgx [ w U —tw U
Wyrazenie cos(z — 2km),

k € 7 jest tozsamosSciowo
rowne wyrazeniu

sinz [ ] —cosz [ | cosz [ |

Wyrazenie tg (z — 3km),
k € Z jest tozsamos$ciowo
rowne wyrazeniu

1
tgz [ —tgz [ w UJ







Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Przyporzadkuj wyrazenia trygonometryczne wypisane ponizej tak, aby byty tozsamosciowo
rowne tym znajdujacym sie w nagtéwkach. Przeciagnij i upusé.

sinz
sin(m — z) || sin(3 — z) ’
cos(m + ) ’ sin(Z + z) ’
Csing cos(2m + x) ‘ cos(m — x) ’
cos(—x) ’ ‘ cos(% — x) ’
cos(3L + x) ’ ‘ sin(2m — x) ’
sin(m + ) || cos(2m — x) ’
cos
sin(% —I—x) ’ ‘ cos(% —|—:1:) ’
cos(3L — x) ’ ‘ sin(27 + x) ’
sin(% — x) ’ sin(—x)

— COS T




Cwiczenie 2 @)

Przyporzadkuj wyrazenia trygonometryczne wypisane ponizej tak, aby byty tozsamosciowo
rowne tym znajdujgcym sie w nagtéwkach. Przeciggnij i upusc.

tg x

1 1 1
tg(mr—z) tg(£+z) tg(—z)
1 1

tg(5—2) ’

—tga s || te (F—2)

tg(7r—a3)Htg(27r+a:) ’

t8 (%) || rmrey
% tg (5 +2) P

tg (5 — ) ’ tg(27r—a:)’

tg (3 +2)

1
tg(m+z)

tg (m+ x)

e tg (5 +2)

Cwiczenie 3 3

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

a)sin®393° + sin? 777°

b) tg 560°- tg 45°- tg 250°



Cwiczenie 4

Poréwnaj liczby. Wpisz znak < albo >.

tg 181° |cos 89°
sin178° ‘ ’ tg_gﬁ
o 1
cos 95 ‘ ’ W
cosl’ ‘ ’tg 91°
Cwiczenie 5
Wiadomo, ze cost = —% ite (%,w). Potacz w pary wyrazenia o rownych wartosciach.
cos(m — t) _2v2

sin(% — t) 9/

sin ¢ 2v/2
sin(7 + t) +
1 1
tg (3 +t) -3

=+
(0]
~

)
w‘%l



Cwiczenie 6

Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

_075 O

cos® 112° —sin? 382°

Pytanie

Wartosé wyrazenia

el jest réwna

wartosci wyrazenia

1 O

T tg22°

Wartos¢ wyrazenia
2sin870° - cos 660° —
— tg 369°- tg 279° jest
rowna

1,5 O
Wartosé wyrazenia
sin® 785° + sin” 515° —
— tg 378" tg 288" jest
rowna

0 O
Wartos¢ wyrazenia
tg465° < 2 o
W + Sin 375 —+

+ sin? 465° jest rowna

0 O

wartosci wyrazenia
—2sin22° - cos 22°

2,5 O

O



Cwiczenie 7

Wiadomo, zesinx = % ix e (O, %) Uporzadkuj ponizsze wyrazenia od tego, ktére ma
najmniejszg wartos¢ liczbowa do tego, ktére ma najwieksza wartosc liczbowa.

tg (27 + x) $
cos(m + x) =
sin(m — ) ¢
tg (m — x) =
sin(ﬁ + w) =
2
cos(% — :c) ~
Cwiczenie 8 O
Wykaz, ze dla dowolnego kata = # k - 7, k € Z tozsamoscia jest réownosc¢
1
tg(%'r—z> . ( 1 o 1> t (_57.‘.+ JI) =1
1-tg?(3m—=z) tg?(4r—z) g o
Cwiczenie 9 @

cos®(450° —x) sin?(z+630°) dla = 7& k-90° ke 7Z.

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia (@ 2707) 1 + o2 (270" —2) 1



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie wzoréw redukcyjnych i okresowosci funkcji
trygonometrycznych.

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) wykorzystuje okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych;
4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« stosuje wzory redukcyjne do obliczania wartosci wyrazen trygonometrycznych,
 stosuje wzory redukcyjne do dowodzenia twierdzen.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



o dyskusja;
» metoda kota i myszy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.
2. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wykorzystanie wzorow redukcyjnych
i okresowosci funkciji trygonometrycznych!, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekciji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawno$¢. Po dwoch nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ jako materiat
stuzgcy powtorzeniu materiatu w temacie ,Wykorzystanie wzoréw redukcyjnych
i okresowosci funkcji trygonometrycznych.”


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

