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wspotrzednych

e

Zrodto: Christian Kaindl, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji poznasz wzor na odleglo$¢ punktu o danych wspotrzednych od prostejo danym
rownaniu umieszczonych w uktadzie wspolrzednych. Nauczymy si¢ tez go stosowac
w najprostszych sytuacjach w geometrii analityczne;j.

Twoje cele

e Obliczysz odleglo$¢ punktu od prostej w uktadzie wspolrzednych.
o Wyznaczysz wartos$ci parametrow, aby odlegto$¢ punktu od prostejbyta rowna
zadanejz gory liczbie.




Przeczytaj

Zaczniemy od przyktadu.

Przyktad 1

Obliczymy odlegtos¢ punktu A = (3, 1) od prostej k o rownaniu y = 2x + 2.
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Przypomnijmy, ze odlegto$¢ punktu od prostejjest rowna dlugosci odcinka taczacego
dany punkt z punktem na prostej, ktory jest do tej prostej prostopadty.

Zaczniemy od wyznaczenia wspotrzednych punktu A’, ktory nalezy do prostej k oraz
odcinek AA’ jest prostopadty do proste;j k.

Wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej k jest rowny — % zatem
rownanie prostej prostopadiej do prostej k ma postac

yz—%aﬂ—b

Poniewaz prosta ta przechodzi przez punkty A = (3, 1), zatem wspotrzedne punktu A
spelniajg rownanie y = — %:c +b.

Ten fakt pozwala wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika b

1=—2-3+5b

czylib = 2, 5.



Zatem rownanie prostej prostopadlejdo prostej k przechodzacej przez punkt A to
1 5

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne punktu wspolnego obu prostych wystarczy rozwiaza¢ uktad

rownan:
{y =2z + 2
y=-—3e+3

Wynika z niego rownanie

2¢ +2 = —0,5x + 2,5

2,52 =0,5

x=0,2

Dla tak wyznaczonej wartoSci * warto$¢ wspotrzednejyjestrownay =2-0,2 + 2 = 2,4,
Zatem punkt A’ ma wspotrzedne (0, 2; 2,4).

Teraz wystarczy wyznaczy¢ dtugo$¢ odcinka AA’. W tym celu mozemy skorzysta¢ ze
wzoru na dtugos¢ odcinka o danych wspotrzednych jego koncow:

[AA]| = \/(wA’ —24)’ + (ya —ya)’ = \/(0,2 32+ (2,4—-1) =
= /2,8 11,42 = /7,84 + 1,96 = /9,8 = 7T\/5

g . . , . . . , 7\/5
Zatem odlegloé¢ punktu A = (3, 1) od prostejo réwnaniu y = 2z + 2 jest rowna —=.
Przyktad 2

Postepujgc analogicznie wyznaczymy wzor na odlegtos¢ punktu od prostej o rownaniu
kierunkowym.


javascript:void(0);

[k:y=az+b

Rozwazmy punkt A o wspotrzednych (zg, yo) oraz prostg o rownaniu y = az + b.

Wowczas wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadiejdo danejjest rowny — % zatem

rownanie tej prostejma postac y = — %w + B.

Wspotczynnik B wyznaczymy wstawiajac do powyzszego rownania wspotrzedne punktu
A:

Yo = —~x9+ B

CO 0znacza, ze:

__ ayo+xo
B = a

ayo+xo

Zatem szukane rOwnanie ma postac y = — %az + =

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne punktu wspolnego obu prostych, wystarczy rozwigzac
uktad rownan

y=azxr+b

Wynika z niego rownanie

. 1 ayo+To ; . .
ar + b= —<x + —=-—, zktorego mozna wyznaczyc x:

(ot L)a = omtat

ayo+xg—ab

T = a?+1



Po podstawieniu wyznaczonejwartosci  do rownania y = ax + b otrzymujemy

_ a2y0+a:c0+b
y a2+1

Zatem punkt wspolny A’ obu prostych ma wspotrzedne

ayo+xo—ab a2y0+am0+b
a2+1 a2+1

Zatem dlugo$¢ odcinka AA' jest rowna

ayot+zo—ab 2 + a’yotazo+b 2 o
21 Lo 21 Yo| =
o ayo—a2zg—ab 2+ axg—yo+b 2 .
- a’+1 a’+1 -
_ 2(yo—azo—b)’+(yo—azo—b)° _
az—i—l)
2 2
+1)(yo—azo— _
(a2+1)?
— 4/ (yo—azo—b)* _ lyo—azo—b|
a2+1 ,/a2+1

Zatem odleglos¢ punktu A = (z, yo) od prostejo rownaniu k : y = az + b wyraza sie
wzorem

d(4, k) = £

Przyktad 3
Wyznaczymy odlegto$¢ punktu A = (—1, 3) od prostej k o réwnaniu y = —2x — 1.
Podstawiajac dane z przyktadu do powyzszego wzoru otrzymujemy

(A k) |-2.(-1)-3-1] _ [=2] _ 25

S B

Przyktad 4

Wyznaczymy warto$ci parametru m tak, aby punkt o wspotrzednych (m, 2m) byt
odlegly od prostej o rownaniuy = 3z — 1 0 2.

Podstawiajac dane z treSci zadania do wzoru

d(4, k) = =t



otrzymujemy roéwnanie:

9 — [Bm—2m-1] %71' , ktore mozemy kolejno przeksztatci¢

2¢/10 = |m — 1
2010 =m — 11ub —2v/10 = m — 1
m = 2v10 + 1lubm = 1 — 24/10

Zatem szukane punkty majg wspotrzedne

(2\/1—0 1, 410 + 2) lub (1 ~ 210, 2 — NE)

Jesli chcemy wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu X = (xg, yo) od prostejm o réwnaniu
Az 4+ By + C = 0, gdzie (A, B) # (0, 0), mozemy postuzy¢ sie wzorem wyprowadzonym
powyzej.

Jesli wspotczynnik B jest rozny od zera, wowczas mozemy przeksztalci¢ rOwnanie prostej
do postaci kierunkowej y = — %:c — % oraz wykorzysta¢ wzor na odlegto$¢ punktu od
prostej w postaci kierunkowej otrzymujgc wzor na odlegtos¢ punktu od prostej opisane;j

rownaniem ogolnym:

A g
d(X, m) = MBLM, co po przeksztatceniu daje wzor:
V@
. \A:c0+By0+C\
(X, m) = P2l e)
Jesli B = 0, to prosta m ma rOwnanie x = — £ Wéwezas odlegltosé punktu A od prosteim
p A g p p ]

iest rowna |z + <. Zag wzor (*) sprowadza sie do postaci:
J 0T 7 p ¢daop

Axy+0-yo+C
d(X, m) = PRl — g + G|

Oznacza to, ze wzor (*) obejmuje rowniez przypadek prostej rownolegtejdo osi Y, zatem
jest prawdziwy dla dowolnej prosteji dowolnego punktu umieszczonych w uktadzie
wspotrzednych.

Przyktad 5
Obliczymy odlegtos¢ punktu A = (—2, — 3) od prostejo rownaniu k : 5z —4y+1 = 0.
Zgodnie z powyzszym wzorem

d(A, k)= B9 3 svE

521 (—4)? var o4



javascript:void(0);

Stownik
wzor na odlegtosé punktu od prostej o rownaniu kierunkowym
odlegtos¢ punktu X = (z¢, yo) od prostej k o rownaniu y = ax + b wyraza si¢ wzorem

wzor na odlegtos¢ punktu od prostej o réwnaniu ogélnym

odlegtos$¢ punktu X = (zo, yo) od prostej k o rownaniu Az + By + C = 0, gdzie
(A, B) # (0, 0) , wyraza si¢ wzorem

Axg+Byy+C
d(X, k) = 2l



Aplet

Polecenie 1

Aplet przedstawia zastosowanie wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej. Korzystajac

z suwakow zmieniaj wartosci wspotczynnikow A, B, C prostej k o réwnaniu

Az + By + C = 0 oraz potozenie punktu X i obserwuj, jak zmienia sie odlegtos¢ punktu X
od prostej k.

Zwrdéc¢ uwage, ze wszystkie liczby podawane sg z doktadnosciag do dwéch miejsc po przecinku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Db7hx9Km6


https://zpe.gov.pl/a/Db7hx9Km6

Polecenie 2
Rozwiaz test. Mozesz wykorzystaé aplet. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Rozwiaz test. Mozesz wykorzystaé aplet. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Odlegtos¢ punktu X = (3, 3) od prostej o réwnaniu y = 2z — 3 jest réwna:
102

Odlegtos¢ punktu X = (4, 0) od prostej o réwnaniu y = 2z — 3 jest réwna:

5
55 2

Odlegtos¢ punktu X = (—2, 4) od prostej o réwnaniu 2z — 3y + 3 = 0 jest réowna:

V13 13

Odlegtos¢ punktu X = (9, 2) od prostej o réwnaniu 4z + 5y — 5 = 0 jest réwna:
1
6,4 v41 Th



Sprawdz sie

Cwiczenie 1

i upusc.

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Wyznacz odlegto$¢ punktu A od prostej k opisanej rownaniem kierunkowym. Przeciaggnij

A=(7, —1),A=(-3,4),A=(2,6),4=(53),A=(7,3),A=(4 8)y=mx,
y=z,y=—-c+2,y=—x—lLy=2x—-1L,y=—-2x+1

Wspétrzedne punktu A Rownanie prostej k Odlegtosé punktu A od
prostej k

A= (7, —1) y =z

A=(-3,4) y = x

A= (2, 6) y = —x + 2

A= (5, 3) y=—x—1

A=(7,3) y =2z — 1

A= (4, 8) y=—2x+1

O



Cwiczenie 2

Wyznacz odlegto$é punktu A od prostej k opisanej réwnaniem ogdlnym. Potacz w pary.

k:2z—3y+3=0 4= (3 9,5) 3vI3
k:3z —4y+8=0,A=(7; 1) @
k:3z—4y+8=0,4= (2,5 7) V13
k:2z—3y+3=0A=(50) 7,5
k:2x—3y+3=0A=(-1; 2,5) 2,5
k:3z —4y+8=0,A= (4,5, —4) 5
Cwiczenie 3

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Dana jest prosta k o réwnaniu 2mz + (m + 1)y + 1 = 0. Wyznacz warto$ci parametru m,
dla ktérych odlegtos¢ punktu A = (1, 2) od prostej k jest réwna 2.
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby otrzymac rozwiazanie tego zadania.

Poniewaz obie strony powyzszego réwnania sg nieujemne, wiec mozemy podnies¢ je
do kwadratu otrzymujac rownanie réwnowazne:
20m? + 8m + 4 = 16m? + 24m + 9

O

Po uproszczeniu réwnanie sprowadza sie do postaci:
vV bhm2+2m+1

112

Po podstawieniu danych z tresci zadania do wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej

otrzymujemy rownanie:
g _ 2mi2(mi1)+1]

(2m)*+(m+1)*

114

Pierwiastkami powyzszego réwnania s3 liczby m; = 2 4 0,5V 21 oraz
ma = 2 — 0,5v21.

114

Mozemy pomnozy¢ obie strony rownania przez mianownik wyrazenia znajdujgcego
sie po prawej jego stronie otrzymujac:
2v/5m?2 +2m + 1 = |4m + 3

214

Po przeniesieniu wszystkich sktadnikéw na lewga strone i redukcji wyrazéw
podobnych otrzymujemy:
4m? —16m —5=0

O

Zaczniemy jego rozwigzywanie od wyznaczenia dziedziny, ktorg jest zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych.

214

Zatem warunki zadania sg spetnione dlam € {2 + 0,5v21; 2 — 0,5V 21}.

114

Cwiczenie 6



Cwiczenie 7 @

Zaznacz wszystkie stwierdzenia prawdziwe.

) Odlegtos¢ punktu A = (1, 1) od prostej o réwnaniu y = —z jest réwna \/5
(] Odlegto$¢ punktu A = (1, 1) od prostej o réwnaniu y — z = 0 jest réwna V2.

Odlegtos¢ punktu o wspoétrzednych (m, 3m) od prostej o réwnaniu z + y = 0 jest
rowna 2\/5. Wynika stad, zem = 1 lubm = —1.

0 Odlegtos¢ punktu A od prostej k to dtugos¢ odcinka taczacego punkt A
z dowolnym punktem nalezacym do prostej k.

[ ] Odlegtos¢ punktu A = (1, 1) od prostej o réwnaniu y + = = 0 jest réwna 2.

Cwiczenie 8 O



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglos¢ punktu od prostej w ukladzie wspoélrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

5) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza odleglo$¢ punktu od prostej w ukiadzie wspotrzednych,
e wyznacza wartosci parametrow, aby odlegtos¢ punktu od prostejbyta rowna zadanej
z gory liczbie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
 dyskusja panelowa;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji w temacie: ,,Odlegtos¢ punktu od prostej
w uktadzie wspotrzednych”.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekcji ,Aplet’.
Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Pojecie odleglosci punktu od prostej
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Aplet” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,,Odleglo$¢ punktu od prostejw uktadzie wspotrzednych”


https://epodreczniki.pl/b/pojecie-odleglosci-punktu-od-prostej/PdliPW47D

