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Wyznaczanie zbioru wartosci funkcji na podstawie jej

wykresu

Zrodto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

Potrafimy wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji wtedy, gdy funkcja opisana jest za pomoca
grafu, tabelki, zbioru par uporzagdkowanych. Wiemy, ze to nie sg wszystkie sposoby opisu
funkcji. W jaki sposob wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji, gdy znamy jej wykres? W jaki
sposob sprawdzi¢ czy dana liczba nalezy do zbioru wartosci funkcji, gdy funkcja opisana jest
za pomocg wykresu? Odpowiedzi na te pytania uzyskamy analizujgc ponizszy materiat.

Twoje cele

o Wyznaczysz zbior wartosci funkcji opisanejza pomoca wykresu.
» Udowodnisz, ze podana liczba nalezy do zbioru wartosci funkciji.



Przeczytaj

Zbior wartosci funkciji liczbowej to zbior wszystkich tych liczb, ktore sg wartoSciami funkcji
dla wszystkich jej argumentow.

Wypisanie wszystkich wartosci funkcji jest mozliwe tylko w przypadku, gdy dziedzing
funkciji jest zbior skonczony.

Jezeli dziedzing funkcji jest zbior nieskonczony, to wypisanie wszystkich wartosci funkciji
nie jest mozliwe.

W takiej sytuacji pomocnym moze by¢ wykres funkcii.
Wazne!

Pamietamy, ze wykres funkcii f, to zbior wszystkich punktow plaszczyzny
o wspoltrzednych (z, f(z)), gdzie z € Dy, a f(z) jest wartoscig funkcji dla argumentu .

Zbior wartosci funkcji odczytujemy na osi Y.

Ponizsze przyklady pokaza nam sposoby wyznaczania zbioru wartosci funkcji na podstawie
wykresu tej funkciji.

Przyktad 1

Wyznaczymy zbidr wartosci funkcji f opisanejza pomoca wykresu.
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Rozwiazanie:

Wyobrazmy sobie prostg rownoleglg do osi X, ktora przesuwa si¢ od najnizej potozonego
punktu na wykresie funkcji do gory, do punktu potozonego najwyze;.

Gdy prosta przetnie si¢ z wykresem funkcji, rzutujemy ten punktna o§ Y.
Postepujemy tak do wyczerpania miejsc przeciecia sie wykresu i proste;.

Na osi Y otrzymujemy przedzial, ktory jest zbiorem wartosci funkcii.

W przypadku naszego wykresu jest to przedziat (—1,5; 6).
Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZW; = (—1,5; 6).
Przyktad 2

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomocg wykresu.



Rozwigzanie:

Postepujac podobnie, jak w poprzednim przyktadzie, odczytujemy na osi Y zbior
wartos$ci funkciji f.

Otrzymalismy przedziat (—1, o).
Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZW; = (—1, 00).

Przyktad 3



Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wykresu.

Rozwigzanie:

Postepujac podobnie, jak w poprzednich przyktadach, odczytujemy na osi Y zbior
wartosci funkciji f.

Otrzymali$my zbior (—2; — 0,5) U (1; 5).

Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZW; = (—2; —0,5) U (1; 5).
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Przyktad 4
Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wykresu.

Sprawdzimy, ktora z liczb, nalezacych do zbioru {—2; — 0,5; 0; 5} jest wartoscig funkcj

f.

Rozwigzanie:

Postepujemy analogicznie, jak w poprzednich przyktadach.




Otrzymalismy zbior (—5, — 1) U (1, 5).
Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZW; = (=5, — 1) U (1, 5).
Sprawdzamy, ktéra z podanych liczb nalezy do zbioru warto$ci funkcii f:

—2 € (=5, — 1), czyli nalezy do zbioru wartosci funkcji f. To znaczy, ze istnieje takie
x € Dy, ze f(x) = —2.

—0,5 ¢ ZWy, to znaczy, Ze nie istnieje takie ¢ € Dy, ze f(z) = —0,5.

Podobnie liczby 0 i 5 nie naleza do zbioru wartosci funkciji f.
Czy zbior wartosci funkcji moze by¢ zbiorem jednoelementowym?
Odpowiedz na to pytanie znajdziemy analizujac kolejny przyktad.

Przyktad 5

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomocg wykresu.
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Rozwigzanie:

Z wykresu mozemy odczytac, ze funkcja f przyjmuje tylko jedna warto$¢, rowng 2,5 dla
kazdejliczby nalezacej do dziedziny funkciji.
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Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZW; = {2,5}.
Przyktad 6

Wyznaczymy zbior warto$ci funkcji f opisanejza pomoca wykresu.
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Rozwigzanie:
Wykres funkcji f skiada si¢ ze skonczonejliczby punktow.

Zbior wartosci funkcji f tworzg drugie wspotrzedne punktow nalezacych do wykresu
funkciji.



y = f(z)
@ -39
o --—-—-—- 2@
- @
 _
-5 -4 -3 B - e ? 3 4 5 X
S NS -3
——————————— &
-2
-3@------———————————- -0

Mozemy zapisa¢ to symbolicznie ZWy = {-3; —1,5; —1;-0,5; 1; 2; 3}.

Stownik
zbidér wartosci funkcji liczbowej

to zbior wszystkich tych liczb, ktore sg warto$ciami funkcji dla wszystkich jej
argumentow



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w filmie. Wykonaj wskazane polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1CDgLNel

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwyznaczania zbioru wartosci funkcji na

podstawie jej wykresu.

Polecenie 2

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f opisanej za pomoca wykresu.



https://zpe.gov.pl/a/D1CDqLNe1

Polecenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wykresu.
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Wyznacz zbiér wartosci funkcji f i podaj wzér opisujacy te funkcje.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O

Cwiczenie 1

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.
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Wskaz zbiér wartosci funkcji f.

O ZWy = {-1,1}
O zwy={1}

O ZWf - <_2a2) U (274)

O ZWf = <_1a]->



Cwiczenie 2

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Wskaz zbiér wartosci funkcji f.

O ZWr=(-1,2)
O ZW;=(-1,2)
O ZWy=(-3,3)
O ZW;=(-1,2)



Cwiczenie 3

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Wskaz zbiér wartosci funkcji f.

() ZW;=(-2,3)
() ZW;=(-2,3)
(] ZW; = (-2,3)
) ZW; = (—2,3)




Cwiczenie 4

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Podaj zbior wartosci funkcji f.
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Cwiczenie 5

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Podaj zbior wartosci funkcji f.



Cwiczenie 6

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Wskaz prawdziwe zdania.

2 € ZWf
—-1e ZWf
—2c ZW;

<—1, 0> C ZWf

o o O o o

3EZWf




Cwiczenie 7

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.
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Wskaz zdania prawdziwe:
() (—2,2) c ZW;
() (—2,1) c ZW;
(] 2€ZW;

() —14+ € 2wy




Cwiczenie 8 @

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Pogrupuj podane liczby na te, ktore nalezg oraz te, ktére nie nalezg do zbioru wartosci funkcji

f.

Nalezg do zbioru wartosci funkcji :
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Nie nalezg do zbioru wartosci funkcji:




Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie zbioru wartosci funkcji na podstawie jej wykresu
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku Zzrodet informacii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza zbior wartosci funkcji, gdy funkcja jest opisana za pomoca wykresu
o sprawdza, czy podana liczba moze by¢ wartoscia funkcji
« udowadnia, ze podana liczba jest elementem zbioru wartosci funkciji

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e metaplan
e niedokonczone zdania



dyskusja

Formy pracy:

praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z gtosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria sukcesu.
2. Uczniowie metoda ,niedokonczonych zdan”, przypominajg poznane dotychczas

wiadomosci dotyczgce funkcji i sposobow jej opisywania.
Przyktady zdan, ktore nalezy dokonczy¢:
o Funkcjg liczbowg nazywamy ...

o

Funkcje mozna opisywac za pomocg ...
Wykresem funkcji nazywamy zbior punktow ...
Dziedzina funkcji to zbior ...

Do zbioru wartosci funkcji naleza ...

o

o

o

Faza realizacyjna:

. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj.
. Po uplywie wyznaczonego czasu tgcza si¢ w pary i omawiaja uzyskane informacije.

Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, okreslajg sposoby wyznaczania zbioru wartosci
funkcii.

. Uczniowie wspolnie tworza metaplan zawierajgcy sposoby okreslania zbioru warto$ci

funkciji opisanej za pomocg wykresu.

. Uczniowie ogladaja film samouczek i rozwigzuja wskazane polecenia.
. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspolnie

omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.



3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczegolnych uczniow.
Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.

2. Zadanie dla chetnych:
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = 0,5z — 4, gdzie € (—4, 7). Narysujjej
wykres i z wykresu odczytaj zbior wartosci.

Materialy pomocnicze:
Argumenty i wartos$ci funkcji
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzystac¢ film samouczek do pracy w parach lub w grupach.
Uczniowie przygotowuja swoje propozycje, a nastepnie prezentujg je na forum klasy.
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