Rozwigzywanie rownan z funkcjg tangens
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Zrédto: hert niks, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Na poprzedniejlekcji dowiedziale$ sie, jak rozwigzywan proste rownania typu tgx = a,
gdzie a jest liczbg rzeczywista. Na tejlekcji dowiesz sig, jak sprowadzi¢ bardziej
skomplikowane rownania do postaci tgx = a. W tym celu wykorzystamy poznane przez

Ciebie tozsamosci sin? z + cos? sinz

r=loraztge = .

Twoje cele

o Nauczysz sie¢ sprowadza¢ rownania do postaci tgz = a.
» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do
rozwigzywania rownan.




Przeczytaj

NauczyliSmy sie rozwigzywac¢ réwnania postaci tg x = a, gdzie a jest pewna liczba
rzeczywista. Na tej lekcji kazde rownanie, o ile to tylko mozliwe, bedziemy starali si¢
sprowadzi¢ do réwnania postaci tgx = a.

Pamietajmy o kilku charakterystycznych elementach rozwigzywania rownan:

1. Sprawdzamy dziedzine rownania. Najcze¢Sciej wypisujemy zatozenia zwigzane
z dzieleniem i pierwiastkowaniem: mianownik utamka musi by¢ rézny od 0 i wyrazenie
pod pierwiastkiem stopnia parzystego musi by¢ nieujemne.

2. Sprowadzamy rownanie do wartos$ci jednej funkcji trygonometryczne;.

3. Czesto stosujemy podstawienie t = sinx lubt = cosz lubt = tg .

Przypomnijmy jeszcze, jak bedziemy rozwigzywac¢ rownania typu tgz = a.
Twierdzenie: o rozwigzywaniu réwnaniatgz = a
Algorytm szukania rozwigzan rownania tgx = a:

Znajdujemy jedno rozwigzanie x takie, ze tg xy = a. Zapisujemy wszystkie rozwigzaania

rOwnaniatgx = a: ¢ = x¢ + km, gdzie k € Z.

Przedstawmy kilka charakterystycznych przyktadéw rownan trygonometrycznych.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie: —22— = ()
q y *cosz—1 ¢

Rozwiazanie:

Zapiszmy zalozenia: cosx # 1, cosx # 0.

Zatem: x # 2kmi x # & + km, gdzie k € Z.

Aby lewa strona rownania byta rowna 0, licznik musi by¢ rowny 0:

tg x = 0, gdy ¢ = 7k, gdzie k € Z.

Po uwzglednieniu zalozen otrzymujemy odpowiedz: z = 7 + 2km, gdzie k € Z.
Przyktad 2

Rozwigzemy roOwnanie: sin = cos z.

Rozwigzanie:




Zauwazmy, ze funkcje y = sinx i y = cos & nie mogg jednoczesnie przyjmowac wartosci
0. Zatem w tym rownaniu sinx # 01 cosz # 0.

Wobec tego mozemy rownanie sin £ = cos x podzieli¢ stronami przez cos .
Otrzymujemy wowczas rOwnowazne mu rownanie:

tgx = 1.

Stad otrzymujemy odpowiedz: x = 7 + km, gdzie k € Z.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie: sin 2z cos 3z + sin 3z cos 2z = 0.

Rozwigzanie:

Zapiszmy rownanie w postaci rownowaznej: sin 2z cos 3z = — sin 3z cos 2z.

Zauwazmy, ze funkcje y = sinx i y = cos & nie mogg jednoczesnie przyjmowac wartosci
0. Zatem w tym rownaniu nie moze zdarzyc si¢, aby jednoczesnie sin 2z = 0icos2z =0
oraz nie moze zdarzy¢ si¢, aby jednoczes$nie sin 3z = 0i cos 3z = 0. Sprawdzmy
przypadek, gdy jednoczesnie cos 2z = 01 cos 3z = 0.

Wowczas cos 2z = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2z = 4 + km, gdzie k € Z.
Zatemx = 7 + %,gdzie ke Z.

cos 3z = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 3z = & + km, gdzie k € Z

Zatemz = & + %,gdzie kecZ

Okazuje sie, ze warunki cos 2z = 0 i cos 3z = 0 nie mogg zajS¢ jednoczesSnie. Mozemy
wobec tego przyjac, ze cos 2x # 01i cos 3z # 0.

Podzielmy stronami rownanie sin 2z cos 3z = — sin 3z cos 2z przez wyrazenie:
cos 2x cos 3.

Otrzymujemy: tg 2x = — tg 3z, czyli na podstawie nieparzystosci funkcji tangens
tg 2z = tg(—3z).

Korzystajac z metody porownywania dla rownan z tangensem zapiszemy rozwigzania:
2z = =3z + km, gdzie k € Z,
czyli

S5z = km, gdzie k € Z.
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Odpowiedz: z = %, gdzie k € Z.

Przyktad 4
Rozwigzemy rownanie: sin?z — (\/§ + 1) sinx cosx + \/§ cos?z = 0.

Rozwigzanie:

2

Rozwazmy przypadek, gdy cos x = 0. Woczas rOwnanie ma postac sin” x = 0, czyli

sinxz = 0.

Zauwazmy, ze funkcje y = sinx i y = cos & nie mogg jednoczesnie przyjmowac wartosci
0, czyli te argumenty z, dla ktorych cos ¢ = 0 nie spelniajg rOwnania.

Zatem mozemy przyjac, ze cos z # 0 i rownanie

sin? z — (\/§ + 1) sinz cos +v3cos?z =0 mozemy podzieli¢ stronami przez cos? .

Otrzymujemy wowczas rOwnanie postaci:
tg?x — (\/§+ 1) tgz +v3 =0.

Podstawmy: t = tgz.

Woéweczas otrzymujemy rownanie kwadratowe:

£ (V3+1)t+V3=0

Obliczamy:

A=(-(V3+1)) -4v3=4+23-4v3= (V3-1)2
Wobec tego: VA=+v3-1.

Rozwigzaniami rownania t? — (\/ 3+ 1)t +43=0 sq:
t=+/3lubt =1,

czyli: tgx = V3 1lub tgzr = 1.

Rozwigzaniami rownania sin?z — (\/ 3+ 1) sin ¢ cos ¢ + \/§ cos?2x =0 sg zatem

r =% tkrlubz = } + km, gdziek € Z.




Zwrocmy uwage na to, ze w przyktadzie 3 i 4 zastosowaliSmy technike sprowadzenia
réwnania przez podzielenie przez cos z lub cos? z do postaci réownania z funkcjg tangens.
To dosyc¢ czesty motyw w zadaniach, w ktorych wystepujg tylko funkcje sinusi cosinus.

ednakze nalezy zawsze pamietac¢ o rozwazeniu przypadku: cosx = 0.

Stownik
metoda poréwnywania dla réwnan z tangensem

rownanie tg x = tgy jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = y + km, gdzie k € Z



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym filmem, a nastepnie wykonaj kolejne polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtkhY569C

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcy rozwigzywania rownan z tangensem.

Polecenie 2
Wskaz odpowiedz, ktéra uwzglednia wszystkie rozwigzania réwnania 3 tg3 x—tgx =0.

r=—% t+kmlubz = % + km, gdziek € Z
r=—%tkrlubz = § +kmrlubz = km, gdziek € Z
r=—% t+krlubz = % + km, gdziek € Z

r=—% t+2krlubz = % + 2kmlubz = km, gdziek € Z

o o O O O

r=—% +2krlubz = % + 2kmlubz = km, gdzie k € Z

O z=—3 +krlubz =5 +krlubx = km, gdziek € Z

Polecenie 3

Rozwiaz réwnanie: tg3 = + 4tg?x + Ttgx + 4 = 0.


https://zpe.gov.pl/a/DtkhY569C

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

. . . ., . tg(2z—Z)+1
Wskaz wszystkie rozwigzania rownania tg(a—F)+1

1—tg(2x—%) =1

a::—%—i—%,gdziekEZ
m:—%—l—%,gdziekeZ
r=—5 +km gdziek € Z
%—F%,gdziekez
T = —+5 +km gdziek € Z
T = & + km gdziek € Z

T = 15 + km, gdziek € Z

o o o o O O O O
[

:Bz%—i—%,gdziekel




Cwiczenie 2

Potacz w pary rownania, ktére maja ten sam zbidér rozwigzan.

tg(a:-l— %) =1

Cwiczenie 3

Wskaz wszystkie rozwiazania réwnania: tg? (3:(: — %) —3=0.

o O o O

x:TIubm:%—”—l—%,gdziekGZ
xz%%—%lubm:—%—”%—%,gdziekez
m:%lubng—”qt%,gdziekez

x:%—l—%lubx:—%—l—%,gdziekez

tgx =0

tg2z =0
tg:z::\/g
tg?x =1



Cwiczenie 4

Kazdemu réwnaniu przypisujemy najmniejsze rozwigzanie w przedziale (0, %) Ustaw
rownania od najmniejszej do najwiekszej przypisanej liczby.

—tgbx = tg(—8z) =
tgdx +tg7z =0 >
tgl2z —tg2z =0 =
tgdxr = —tgbx =
Cwiczenie 5
Wszystkie rozwigzania rownania sg postaci gdziek € Z.
m:% ‘sin2xc055x:sin5xcos2x’ m:% x = km ‘m:% ‘x:%
‘ sin 2z cos 3x + sin 3x cos 2x = 0 ’
Cwiczenie 6
Wstaw w puste pole odpowiednig, nieujemna liczbe catkowita.
Réwnanie tg? z + tg? z — 6 tgz = 0 ma w przedziale (0, L) ‘ ’rozwiazaﬁ.
Cwiczenie 7 @

Rozwiaz réwnanie: tg* 3z + tg? 3z — 12 = 0.



Cwiczenie 8
Dla jakich wartosci parametru a € R rownanie
7tg(3z — 1)| = —a® + 6a — 8

ma przynajmniej jedno rozwiazanie.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie rownan z funkcja tangens

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria. Zakres rozszerzony

Uczen:

6) rozwiazuje rownania i nieréwnos$ci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przykltadach: 4 cos 2z cos 5z = 2cos 7z + 1, 2sin’z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e sprowadza roOwnania do postaci tgx = a;
» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania rownan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja za i przeciw;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji tj. ,Rozwigzywanie rownan
z funkcja tangens”, a nastg¢pnie okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 w sekcji , Film samouczek” - , Obejrzyj ponizszy film,
a nastepnie wykonaj kolejne polecenia” - prosi uczniow, aby zapoznali si¢
z materiatem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci i niezrozumiate aspekty,
ktore zostaly w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.



Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Rozwigzywanie rownan z funkcja tangens”).

Materialy pomocnicze:
o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekciji ,Film samouczek” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Rozwigzywanie rownan z funkcja tangens”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

