Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Materiat sktada si¢ z sekcji: "Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa", "Trojki
pitagorejskie", "Okreslanie rodzaju trojkata z wykorzystaniem twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pitagorasa”

Materiat zawiera ¢wiczenia, w tym ¢wiczenia interaktywne.

Zawartos¢ tekstowa: budowa i przyklad twierdzenia i twierdzenia odwrotnego, okreslenie
i przyktady trojek pitagorejskich.

Przyklady: twierdzenia odwrotnego do tw. Pitagorasa, zastosowania tw. odwrotnego do tw.
Pitagorasa.

Cwiczenia: przyklady trojek pitagorejskich, twierdzen i twierdzen odwrotnych,
zastosowanie tw. odwrotnego do tw. Pitagorasa.



Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

W tym materiale przypomnisz sobie czym jest twierdzenie odwrotne oraz rownowaznos¢
utworzona z twierdzenia i twierdzenia do niego odwrotnego.

Zapoznasz si¢ z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Pitagorasa i zastosujesz je
w zadaniach.
Przyktad 1

o Twierdzenie
Jezeli trojkat prostokatny jest rownoramienny, to jego katy ostre maja rowne miary.
o Twierdzenie odwrotne

Jezeli katy ostre w trojkgcie prostokatnym maja rowne miary, to trojkat ten jest
rownoramienny.

e ROwnowazno$¢

Trojkat prostokatny jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy jego katy ostre maja

rowne miary.

Jezeli twierdzenie jest prawdziwe i twierdzenie do niego odwrotne tez jest prawdziwe, to
utworzona z nich rownowaznosc¢ jest rowniez prawdziwa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Wiemy juz, ze zamiana zatozenia z tezg nie zawsze prowadzi do twierdzenia prawdziwego.

W przypadku twierdzenia Pitagorasa twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe.
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dtugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dlugosci
trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

W zastosowaniach praktycznych postugujemy sie ponizszg wersja twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa.
Wazne!

Jezeli liczby a, b, c bedace dlugosciami bokow trojkata (gdzie ¢ — dlugos¢ najdtuzszego
z bokow) spelniajg warunek




2 2 2
a”+b"=c",

to trojkat ten jest prostokatny.

Znajac dtugosci bokow trojkata i wykorzystujac twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa, mozna stwierdzi¢, czy trojkat jest prostokatny.
Przyktad 2

Sprawdzimy, czy trojkat o bokach dtugosci 15, 17, 8 jest prostokatny.
Ustalamy, ze najdtuzszy bok trojkgta ma dlugosc 17.

e Obliczamy kwadrat liczby 17.
172 = 289.
e Obliczamy sume¢ kwadratow dtugosci dwoch krotszych bokow.
15° + 8% = 225 + 64 = 289.

» Poréwnujemy znalezione liczby.

289 = 2809.

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa stwierdzamy, ze trojkat
o bokach dtugosci 15, 17 i 8 jest trojkatem prostokatnym.
Przyktad 3

Sprawdzimy, czy trojkat o bokach diugosci 2, 3, 2v/3 jest tréjkatem prostokatnym.
e Oznaczmy

a=2
b=3
¢ = 2+/3 - dlugos¢ najdtuzszego boku
e Sprawdzimy, czy a? + b? = 2.
e Obliczamy sume¢ kwadratow diugosci krotszych bokow i kwadrat dlugosci
najdtuzszego boku.

a?+b2=22+32=4+9=13




N\ 2
c2:(2\/3) —4.3=12,

» Poréwnujemy znalezione liczby.
13 # 12,
czyli
a? + b2+

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa stwierdzamy, ze trojkat nie jest trojkatem
prostokgtnym (gdyby byt prostokgtny, to musiataby by¢ prawdziwa rownos$¢ a? + b? = c?
)-

Trojki pitagorejskie

» Starozytni Egipcjanie wyznaczali kat prosty, wykorzystujac trojkat prostokatny o bokach
dlugosci 3, 4, 5, nazywany obecnie trojkgtem egipskim.

» Hindusi postugiwali si¢ trojkatem o bokach dtugosci: 5, 12, 13.

e W obu przypadkach diugosci bokow trojkatow wyrazaty sie liczbami naturalnymi.

e Trojkiliczb naturalnych a, b, c, ktore wyrazajg dlugosci bokéw tréjkata prostokgtnego,
nazwano trojkami pitagorejskimi. Na podstawie twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pitagorasa mozna stwierdzi¢, ze poszukiwanie ich sprowadza si¢ do
rozwigzania rOwnania

a’ +b? = c%

e Odkrycie ogolnejmetody znajdowania tych liczb przypisuje si¢ matematykowi
greckiemu Diofantosowi, zyjacemu w III wieku n.e. w Aleksandrii. Wyznaczat on trojki
pitagorejskie wedtug wzoru

a=m —n

b=2mn



2 2
c=m"+n",

gdzie m, n dowolne liczby naturalne wzglednie pierwsze, ktore nie sg jednoczesnie
nieparzyste i takie, ze m > n.

Na przykiad.

Niechm =3,n = 2

a=3"-2=9-4=5

b=2-3-2=12

c=321+22-94+4-=13.

Trojke pitagorejska tworzg liczby: 5, 12, 13.

Niektore trojki pitagorejskie przedstawiono w tabeli ponize;.

liczby z trojki I I I vV \% VI
a 3 5 7 9 11 15
b 4 12 24 40 60 8



Cwiczenie 1 @)
Zapisz dowolng trojke pitagorejska.

1. Pomnéz kazda z zapisanych liczb przez te samg dowolng liczbe naturalng wiekszg od 1.
Sprawdz, czy utworzone w ten sposoéb liczby tworzg tréjke pitagorejska. Co zauwazasz?

2. Pomnéz kazda z zapisanych liczb przez te sama, dowolng liczbe dodatnia.
Sprawdz, czy utworzone w ten sposéb liczby tworzg tréjke pitagorejska. Co zauwazasz?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Okreslanie rodzaju tréjkata z wykorzystaniem twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze jezeli suma pol kwadratow
zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest rowna polu kwadratu zbudowanego na
najdtuzszym boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Zastanowimy sie teraz, czy mozna okresli¢ rodzaj trojkata, wiedzgc, ze suma pol kwadratow
zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest mniejsza (albo wieksza) od pola kwadratu
zbudowanego na najdtuzszym boku.



Polecenie 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PyhARvUuUK

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na bokach tréjkata ABC' skonstruowane sg kwadraty.

Zmien czterokrotnie potozenie wierzchotkow tréjkata ABC, tak aby w kazdym przypadku bok
AC byt najdtuzszym bokiem i aby suma pdél kwadratéow zbudowanych na bokach AB i BC
byta wieksza od pola kwadratu zbudowanego na boku AC. Okre$l w kazdym przypadku rodzaj
otrzymanego trojkata (prostokatny, ostrokatny czy rozwartokatny). Zapisz twierdzenie, ktére
mozesz sformutowac na podstawie obserwaciji.

1. Sformutuj tez twierdzenie odwrotne i sprawdz na 3 przyktadach, czy jest prawdziwe.

2. Powtérz ten sam eksperyment, tak zmieniajac potozenie wierzchotkow tréjkata ABC,
aby suma pdl kwadratéw zbudowanych na bokach AB i BC byta mniejsza od pola
kwadratu zbudowanego na boku AC.

3. Sformutuj odpowiednie twierdzenie i twierdzenie do niego odwrotne.

Wazne!


https://zpe.gov.pl/b/PyhARvUuK

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw mozemy sformutowac dwie pary
twierdzen:

» Jezeli suma pol kwadratow zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest wieksza
od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku, to trojkat jest ostrokatny.

» Jezeli trojkat jest ostrokatny, to suma pol kwadratow zbudowanych na krotszych
bokach troéjkata jest wieksza od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku.

» Jezeli suma pol kwadratow zbudowanych na krétszych bokach trojkata jest mniejsza
od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku, to trojkat jest rozwartokatny.

» Jezeli trojkat jest rozwartokatny, to suma pol kwadratéw zbudowanych na krotszych

bokach troéjkata jest mniejsza od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku.

Twierdzenia sformutowali$my na podstawie obserwacji, ale mozna udowodni¢, ze
twierdzenia te sg prawdziwe.
Twierdzenie: Rodzaje tréjkatéow a dtugosci bokéw

Niech liczby a, b, ¢, gdzie ¢ > aic > bbeda dlugosciami bokow trojkata.

« Trojkat ten jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b* = c2.

o Trojkat ten jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b2 > c2.

o Trojkat ten jest rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b% < c2.
Przyktad 4

Trojkat o bokach diugosci 6, 7, 8 jest ostrokatny, bo
6>+ 7% =85 > 64 = 8”.
Trojkat o bokach dlugosci 4, 4, 7 jest rozwartokatny, bo

42 + 42 =32 < 49 = 7%




Cwiczenie 2 P

Sformutuj twierdzenie odwrotne do podanego twierdzenia. Czy twierdzenie to jest prawdziwe,
czy fatszywe?

1. Jezeli dwa trojkaty sg przystajace, to odpowiadajace sobie boki obu tréjkatéw majg réwne
dtugosci.

2. Jezeli katy z i y sa katami przylegtymi, to ich suma jest réwna katowi potpetnemu.

3. Jezeli tréjkat jest rownoboczny, to sSrodek okregu opisanego na tym tréjkacie jest punktem
wspolnym trzech wysokosci tego trojkata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 O

Ustal, ktory z tréjkatow o podanej dtugosci bokow: k, d, ¢ jest prostokatny. Zaznacz wszystkie
poprawne odpowiedzi.

() k=v3md=+v13mc=4m
() k=429 mm,d =5 mm,c=2 mm
(] E=2cm,d=3 cm,c=4cm

() k=3dm,d=+v10 dm,c=1 dm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 Q@

Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Tréjkagtem prostokatnym jest trojkat o bokach
dtugosci

() 2 cm, 4 cm, 3v/5 cm.
() 7 cm,11 cm, 13 cm.
() 7 cm,1 cm, 5\/5 cm.

() 3 cm,5 cm, 6 cm.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5 QO

Liczba n jest liczba naturalng dodatnia. Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Trojkatem
prostokatnym jest tréjkat o bokach dtugosci

O n,2n,nv 3.
() 2n,2n, 3n.

() 5n,2n, 4n.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6 O

Liczba a jest dodatnia i wieksza od 1. Ustal, ktory z trojkatéw o podanej dtugosci bokow jest
prostokatny. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O a*ta-1,3a

() 3a,a,av10

() 8a,6a,3a

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 Q)

Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Boki tréjkata prostokatnego maja dtugosci a, 11, 61,
gdy

() a=63.
() a=60.
() a=059.

() a=55.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8 O

Ustal, ktory z trojkatow o podanym stosunku dtugosci bokéw jest prostokatny. Zaznacz
wszystkie prawidtowe odpowiedzi.

(] 5:4:3
(] 17:15:8
(] 2:3:2

(] 24:7:25

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9 O
Trawnik ma ksztatt trojkata, ktérego boki pozostajg w stosunku 25 : 24 : 7. Na ogrodzenie

trawnika zuzyto 224 m ptotka. Wyznacz wymiary dziatki, a nastepnie sprawdz, czy trawnik ma
ksztatt trojkata prostokatnego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 O

Znajdz sume dtugosci przekatnych p i d prostokata o bokach dtugosci a i b. Uzupetnij ponizsze
rownosci, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

ea=9cm,b=12 cm

p+d:‘ ’cm

a=2cmb=1+5cm
p+d:‘ ’cm

a=3cmb=3V3cm
p—l—dz‘ ’cm

e a=9dm,b=40 dm
p+d=

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

em

Cwiczenie 11 O

Podaj pare liczb naturalnych, ktére mogg by¢ dtugosciami bokéw trojkata prostokatnego,
w ktérym przeciwprostokatna ma dtugosé 100.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 ®

W tréjkacie prostokatnym jeden z bokéw ma dtugosé 2 cm, a drugi jest o 1 cm dtuzszy. Oblicz
pole trojkata. Rozpatrz wszystkie mozliwosci.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 O

Boki tréjkata pitagorejskiego maja dtugosci: n, "22_1 , ”2;1 , gdzie n jest liczba naturalng
nieparzystg, wiekszg od 1. Dla wskazanych wartosci n wyznacz dtugosci bokéw, obwdd i pole

trojkata. Uzupetnij ponizsze zdania i rownosci, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

° n:3

Dtugosci bokéw tego tréjkata wynosza 3,
P |

° n:9

Dtugosci bokéw tego tréjkata wynosza 9,
s r

’,‘

e n=11

Dtugosci bokéw tego tréjkata wynoszg 11, ‘ ’ ‘
L= P = |

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 14 P

1. Wykaz, ze liczby a, b, ¢ postaci
a=m?—n?b=2mn,c=m?+ n? gdzie m, n to dowolne liczby naturalne
wzglednie pierwsze, ktore nie sg jednoczesnie

liczbami nieparzystymi i takie, ze m > n, sg dtugosciami bokéw trojkata prostokatnego.

2

2. Wykaz, ze mnozac przez te samg liczbe naturalng, kazda z liczb a = m~ — n2,b=2mn,

c=m?+n? tworzacych tréjke pitagorejska, otrzymujemy rowniez trojke pitagorejska.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 QO]

Sprawdz dla trzech dowolnych liczb naturalnych n > 1, czy liczby postaci

on+1,2n% +2n,2n% +2n + 1

moga byc¢ dtugosciami bokdéw trojkata prostokatnego.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 »
Przyprostokatne trojkata prostokatnego sg rowne m + 1 4, gdzie m jest liczba dodatnia.
Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugos¢ m + 3. Znajdz liczbe m. Uzupetnij ponizsze
zdanie, wpisujgc w luke odpowiednia liczbe.

Parametr m wynosi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Polecenie 2

Znajdz liczbe m < 16, dla ktoérej liczby m — 5, m — 4, m — 3 sg dtugosciami bokdéw tréjkata
prostokatnego.

Rozwiaz zadanie algebraicznie i graficznie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PyhARvUuK

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
(

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/PyhARvUuK

Cwiczenie 17 P

Czy réwnolegtobok o podanych bokach jest prostokatem? Zaznacz wszystkie zdania
prawdziwe.

[ ] Réwnolegtobok o bokach dtugosci 2 i 6 oraz przekatnej dtugosci 5 jest prostokatem.
(] Réwnolegtobok o bokach dtugosci 3 i 4 oraz przekatnej dtugosci 5 jest prostokatem.
Réwnolegtobok, ktérego dwa nieréwnolegte boki maja dtugosci 5 i 5 oraz

o przekatnej dtugosci 5\/5 jest prostokatem.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18 @

Sprawdz czy istnieje romb o boku dtugosci 13 oraz przekatnych dtugosci 10 i 24.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @

Na podstawie AB tréjkata ABC obrano punkt D. Odcinek AC ma dtugos$¢ 5, odcinek C'D
ma dtugos¢ 3, natomiast AD ma dtugos¢ 4. Wykaz, ze C'D jest wysokoscia trojkata ABC.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 @

W tréjkacie rownobocznym ABC punkt D jest Srodkiem podstawy A B. Wykaz, ze odcinek
CD jest wysokoscia tego trojkata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



