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W tym materiale omowimy wiadomosci dotyczace wykresu i wlasnosci funkcii
logarytmicznej po przesunieciu w prawo lub w lewo wzdtuz osi odcietych. Dowiemy sie,
w ktorym miejscu po przesunieciu znajdzie si¢ asymptota wykresu funkeji oraz jaki ma to
wplyw na warto$¢ miejsca zerowego funkcji. Bedziemy rozwigzywac ¢wiczenia
interaktywne, bazujac na czeSci teoretycznej materiatu i podanych przykitadach.

Twoje cele

o Okreslisz wlasno$ci wykresu funkcji logarytmicznej po przesunieciu wzdtuz osi X.

» Naszkicujesz wykres funkcji logarytmicznej po przesunigciu w prawo lub w lewo
wzdtuz osi odcietych.

o Sprawdzisz, czy dany punkt nalezy do wykresu funkcji logarytmiczne;j.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przeksztalcanie wykresu funkciji jest SciSle powigzane nie tylko ze zmiang potozenia
wykresu tej funkcii, ale takze zmiang jej wlasnosci.

W materiale omowimy przesuniecie wykresu funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem
f(z) = log, z, gdzie a € (0,1) U (1, 00) oraz z > 0 wzdtuz osi X uktadu wspotrzednych.

Definicja: przesuniecie wykresu funkcji logarytmicznej wzdtuz osi X

Wykres funkcji okreslonejwzorem g(z) = log,(x — p) otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji f(z) = log, « o p jednostek w prawo (p > 0) lub o p jednostek w lewo (

p < 0).

Naszkicujemy w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji okreslonych wzorami
f(z) = log1 x oraz g(z) = log1 (z — 2). W tym celu w tabelach przedstawimy wartosci

tych funkciji dla kilku argumentow.

1
z - 1 4 16
f(z) 1 0 ~1 —2
z o 3 6 18
9(z) 1 0 -1 -2

Analizujgc potozenie wykresoéw oraz wzory tych funkcji mozemy zauwazy¢, ze:



« wykres funkcji g mozemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji f o 2 jednostki
W prawo,

« dziedzing funkciji f jest zbior x € (0, 00), a dziedzing funkciji g jest zbior z € (3, ),

« miejscem zerowym funkcji f jest 1, a miejscem zerowym funkciji g jest 3,

« asymptotg wykresu funkcji f jest prosta = 0, a asymptotg wykresu funkcji g jest
prostaz = 2.

 funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne tylko dla argumentow wiekszych od 1, a funkcja g
przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentow wiekszych od 3,

« funkcja f przyjmuje warto$ci dodatnie tylko dla argumentéw z € (0, 1), a funkcja g
przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentow z € (2, 3).

Twierdzenie: Miejsce zerowe funkgcji f(z) = log,(z — p)
Miejscem zerowym funkcji okreslonejwzorem f(z) = log,(z — p) jestliczbaz = p + 1.
Dowod:

Dziedzing tej funkciji jest zbior wszystkich liczb spetniajgcych nierownosc
x —p>0,wiecz > p.

Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki argument, dla ktorego wartos$¢ funkcji wynosi
0.

W celu wyznaczenia miejsca zerowego rozwigzujemy rownanie:

0 = log,(z — p)

Zatemz — p = a’, czyliz = p + 1.

Funkcja przed i po przeksztatceniu jej wykresu w przesunieciu wzdtuz osi odcietych ma
ten sam zbior wartoSci oraz nie zmienia si¢ jej monotonicznosc.

Wiasno$é: asymptota wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = log,(x — p)

Asymptotg wykresu funkcji okreélonejwzorem f(z) = log,(z — p) jest prosta o rownaniu
T =Dp.

Majac dany wzor funkciji logarytmicznej oraz przesuniecie wzdtuz osi X uktadu
wspotrzednych, mozemy wyznaczy¢ wzor tej funkcji po przeksztalceniu jej wykresu.

Przyktad 1
Wyznaczymy wzory funkcji po przesunig¢ciu ich wykreséow wzdluz osi X:

o funkcja okre$lona wzorem f(z) = log, 5 = po przesunigciu jej wykresu o 3 jednostki
w lewo wyraza si¢ wzorem f(z) = log 5(z + 3),
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« funkcja okreslona wzorem f(x) = log 1 2 po przesunigciu jej wykresu o 4 jednostki

w prawo wyraza si¢ wzorem g(x) = log1 (z —4).

Przesuniecie poziome wzdluz osi odcietych wykresu funkcji logarytmicznej powoduje

zmiane¢ potozenia asymptoty jej wykresu, co ma wplyw na zmian¢ roznych witasnosci tej

funkcii.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonejwzorem f(z) = logs(x + 2).

—3 1 0 1 2
-
—=nl
—
Odczytamy z wykresu:
a) dziedzine tej funkcii,

b) rownanie asymptoty wykresu tej funkcii,
¢) miejsce zerowe tej funkci,

Rozwigzania:

a) Dziedzing tej funkcii jest zbior z € (—2, 00).

b) Asymptotg wykresu funkciji jest prosta o rownaniu x = —2.

c) Z wykresu mozemy odczyta¢, ze miejscem zerowym tej funkcii jest liczba (—1).

Bez rysowania wykresu funkcji logarytmicznej, tylko na podstawie podanego wzoru tej

funkciji, mozemy okresli¢ rozne jej wlasnosci.



Przyktad 3

Okreslmy funkcje f wzorem f(z) = log1 (z — 1). Wyznaczymy:
a) rownanie asymptoty wykresu tej funkcii,

b) argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
¢) wartos$¢ funkcji dla argumentu 9.

Rozwigzania:

a) Asymptotg wykresu tej funkciji jest prosta o rownaniu z = 1, poniewaz wykres funkcji
okreslonejwzorem f(x) = log 1 (z — 1) otrzymujemy przez przesuniecie wykres funkcij

okreslonejwzorem f(z) = log 1+« 01 jednostke w prawo.

b) Wyznaczymy najpierw miejsce zerowe tej funkcji. W tym celu rozwigzemy réwnanie:
0 =logi(x — 1), zatem (%)0 =z —1,czyliz =2.

Dziedzing tej funkcii jest zbior ¢ € (1, 00).

Kazda funkcja okres$lona wzorem f(z) = log, , gdy a € (0, 1) jest malejgca, zatem
funkcja f przyjmuje wartosci ujemne dla argumentow wigkszych od 2.

c) £(9) =log1(9—1) =log1 8 =-3
Przyktad 4

Do wykresu funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem f(z) = log 1 (z + p) nalezy punkt

o wspotrzednych (8, —2). Wyznaczymy wzor tej funkciji, miejsce zerowe oraz argumenty,
dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

W celu wyznaczenia wartos$ci parametru rozwigzujemy rownanie:
—2 = log%(S + p), zatem p = 1.

Wzor funkciji zapiszemy zatem w postaci:

f(z) =log1(z +1).

Dla wyznaczenia miejsca zerowego rozwigzujemy rownanie:

0 =logi(x +1).

Zatem miejscem zerowym tej funkciji jest liczba 0.



Funkcja jest malejaca, a jej dziedzing jest zbior ¢ € (—1, 00), miejscem zerowym 0, zatem
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (—1,0).
Stownik
funkcja logarytmiczna
funkcja okreslona wzorem f(x) = log, x, gdzie a € (0,1) U (1,00) orazx > 0
przeksztatcenie wykresu funkcji f(x - p)

przesuniecie wykresu funkcji f(z) o p jednostek w prawo (p > 0) lub o p jednostek
w lewo (p < 0)




Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet dotyczacy przeksztatcania wykresu funkcji logarytmicznej poprzez przesuniecia
wzdtuz osi odcietych uktadu wspoétrzednych. Zwré¢ uwage, ktére wtasnosci funkeji
logarytmicznej ulegajg zmianie. Za kazdym razem okres| miejsce zerowe tej funkcji oraz podaj
rownanie asymptoty wykresu tej funkciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8SCUIp4p
Polecenie 2

Do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(x) = log,(z + 2) nalezy punkt o wspotrzednych

(5, -2):

a) wyznacz wzor tej funkcji,

b) dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci ujemne?


https://zpe.gov.pl/a/D8SCUJp4p

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

WYNOSi:

O 4

O -2

O —4

Cwiczenie 2

Wtasnosci wykresu funkcji okre$lonej wzorem
f(z) = logs(z — 1):

O

Wykres funkcji okreslonej wzorem f(x) = log, « przesunieto o p jednostek w lewo
i otrzymano wykres funkcji okreslonej wzorem g(z) = logy(x + 4). Wtedy wartos¢ p

Pogrupuj wtasnosci wykresu funkcji podanych za pomocga ponizszych wzoréw.

funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie dla argumentow
wiekszych od 2

Wtasnosci wykresu funkcji okreslonej wzorem
f(z) = logs(z + 2):

asymptota wykresu funkcji jest
prosta x = —2

miejscem zerowym jest liczba

(-1)

funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie dla argumentow
wiekszych od (—1)

miejscem zerowym jest liczba 2

asymptota wykresu funkcji jest
prostax =1




Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = log%(a: - 3).

YA

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

(] Miejscem zerowym funkcji jest liczba 3.

(] Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw mniejszych od 4.

(] Asymptotg wykresu funkcji jest prosta z = 3.

[ ] Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (7, —1).



Cwiczenie 4
Potacz w pary wzor funkcji oraz zbior, dla ktérego funkcja okreslona tym wzorem przyjmuje
wartosci ujemne:

f(z) =log1(2z — 3) z € (1,00)
f(z) =log: x z € (2,00)
f(z) =logi(z —2) z € (—00,—2)
f(z) =logi(—z —1) z € (3,00)
Cwiczenie 5

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Okre$lmy wzorem funkcje logarytmiczng f(x) = log z. Niech g(z) = f(xz — 2). Wstaw

odpowiednie wartosci funkcji g dla podanych argumentéw:

D EIE

Cwiczenie 6
Potacz w pary wzor funkcji z réwnaniem asymptoty jej wykresu.

f(z) = logy(z — 3) z= -2
f(z) = logy(z — 2) z=—3
f(z) = logy(z + 2) z=3

f(x) = logs(x + 3) z=2



Cwiczenie 7

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreslonej wzorem f(z) = logs(z — 2).

Uzupetnij zdania.

Asymptota wykresu funkcji jest prosta « :‘ ’

Funkcja przyjmuje wartos¢ 1 dla argumentu ‘ ’

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw z przedziatu (‘

Cwiczenie 8

Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = log% x. Okreslmy funkcje g wzorem
g(x) = flz+1):

a) podaj wzér funkgji g,
b) podaj miejsce zerowe oraz rownanie asymptoty wykresu tej funkcji,

c) naszkicuj wykres tej funkcji.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasno$ci funkcji f(z — p) , gdzie f(z) = log,

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wykresy funkcji logarytmicznych w przesunieciu wzdtuz osi odcietych
uktadu wspotrzednych;

» odczytuje wilasnosci funkcji logarytmicznejna podstawie wzoru i wykresu;

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

» objasnienie nowejwiedzy;
e zuzyciem e-podrecznika;
» metoda krokodyla.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do Internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wykres i wiasnosci funkcji f(z — p) , gdzie
f(z) = log, =" i celow lekciji. Okreélenie wigzgcych dla uczniow kryteriéw sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg sie
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie omawiaja te tresci z cala klasa. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci. W razie potrzeby uczniowie korzystajg z e-podrecznika.

2. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 z czesci ,Aplet”. Uczniowie zapoznaja si¢ z trescig
materialu, nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia od 1do 5 z czesci ,Sprawdz
sie”, po ich wykonaniu poroéwnujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie rozwigzujg zadania indywidualnie wykonujgc ¢wiczenianr 6, 71 8.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.
W razie potrzeby uzupetnia informacje.

5. Uczniowie indywidualnie uktadajg i rozwigzuja zadania do omawianego tematu. Moga
wymieniac si¢ zadaniami. Praca przebiega metoda krokodyla. Krokodylem jest
nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia si¢” tylko
w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji



~Wprowadzenie”
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Wykresy funkcji specjalnych i ich wiasnosci
Wskazowki metodyczne:

e Pracauczniow podczas lekcji podlega ocenie. W ocenie nauczyciel powinien wzig¢
pod uwage wklad pracy oraz pomystowo$¢ uczniow. Lekcje mozna zakonczy¢ ankieta
ewaluacyjna dotyczgca celow ksztalcenia.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-funkcji-specjalnych-i-ich-wlasnosci/DOnaHrx1v

