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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tejlekcji zajmiemy si¢ badaniem wzajemnego potozenia prostych umieszczonych
w prostokatnym uktadzie wspotrzednych, ktore opisane s3 rownaniami kierunkowymi lub
ogolnymi. W tym celu bedziemy rozwaza¢ odpowiednie uklady rownan i ich rozwigzania.

Twoje cele

o Okreslisz wzajemne potozenie prostych na podstawie ich rownan.
e Odczytasz wspolrzedne punktu przeciecia prostych z ich ilustraciji.
o Wyznaczysz wartos$ci parametru, aby spetniony byl zadany z gory warunek.




Przeczytaj

Rozwazmy proste, ktore mozna opisa¢ rownaniami kierunkowymi y = ax + biy = cx + d,
czyli zadna z nich nie jest rownolegta do osi Y. Wowczas ich wzajemne potozenie mozemy

okresli¢, rozwazajac ukiad rownan

y=ax+b
y=cx+d

z ktorego wynika rownanie
ar +b=cx+d
(a—c)x=d—b.

Mogg zachodzi¢ nastepujace przypadki:

a—c=0 a—c#0
d—b=0 d—b#0
Rownanie tozsamosciowe - jest Réwnanie sprzeczne - nie istnieje o d—1b
spetnione przez kazdg liczbe T € R liczba x, ktora je spetnia a—=c
. . _ d—=b _
Dla kazdego 1t € R mozemy y=a-y c+b_

wyznaczy¢ y = ax + b _ ad—ab+ab—bc _ ad—bc
a—c a—c

Proste majg doktadnie jeden punkt

Proste majg nieskonczenie wiele punktéw Proste nie maja punktow wspélnych - e sl sty s
wspdlnych o wspolrzednych postaci sq réwnolegte, ale sie nie naktadajg d—b ad—be
xvax+b> a—c a—c
¥ YA
3 3
y=ax+b2 g,/=agc+b2 G0
1 1
y=cr+d
72 4 o 72 4 oy 4 2 3 X
-1 -1 /

Zatem dwie proste opisane rownaniami kierunkowymi mogg miec:

« dokladnie jeden punkt wspolny, gdy maja rozne wspotczynniki kierunkowe,

« nieskonczenie wiele punktow wspolnych, gdy maja rowne wspotczynniki kierunkowe
i rowne wyrazy wolne,

« zero punktow wspolnych, gdy majg rowne wspotczynniki kierunkowe i rézne wyrazy

wolne.



Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla prostych opisanych réwnaniami ogélnymi,
ktore obejmuja rowniez proste rownolegte do osi Y.

Aby okreséli¢ wzajemne potozenie prostych o réwnaniach Az + By = C, gdzie Ai B nie s3
jednoczesnie rowne zeru, oraz Dz + Ey = F', gdzie D i E nie s3 jednoczes$nie rOwne zeru,
wystarczy rozwazy¢ uktad rownan

Ax+ By=C
Dz + Ey=F

Wyznaczymy z z pierwszego rownania:

Ax=C — By

Podstawiajac otrzymany wynik za x do drugiego réwnania, dostaniemy:
DBy | By=F|-A
CD — BDy + AEy = AF.
Dochodzimy finalnie do prostego rownania z niewiadoma y:
(AE — BD)y = AF — CD.
Analogiczne rownanie mozemy otrzymac dla niewiadomej x:

(AE — BD)z = CE — BF.

AE -BD =0

AE —BD #0

AF —CD #0lubCE — BF #0

AF -CD=0iCE-BF =0

Roéwnania sg sprzeczne - uktad nie ma
rozwigzan

Roéwnania sg tozsamosciowe - uktad
ma nieskonczenie wiele rozwigzan
(z,y) spetniajgcych warunek

Az +By=C

Uktad ma jedno rozwigzanie
~_CE-BF

Y= AE—-BD
AF—CD

Y=AE_BD

Proste sg réwnolegte - nie majg
punktéw wspolnych

Proste sie naktadajg

Proste przecinaja si¢ w jednym punkcie
o wspodtrzednych
(CE—BEAF—CD)

AE — BD'AE — BD

Y

4
AE—-BD=0
AF —=CD#0 ;4
CE—BF#0

Az +By=C

AE—BD—0 Az+By=C,
AF—CD=0 s
CE—BF =0
2
=
Dz+Ey=F

Az +By=C
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Przyktad 1

Okreslimy wzajemne potozenie prostych o rownaniach 3z — 2y = 4 oraz —6z + 4y = 8.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze jesli podzielimy obie strony drugiego rownania przez (—2), otrzymamy
rownanie

3z — 2y = —4.

Poniewaz wyrazenie 3z — 2y nie moze jednoczes$nie przyja¢ wartosci 41 (—4), wiec
uktad ztozony z podanych rownan jest sprzeczny. Oznacza to, ze proste sa rownolegle

i nie majg punktow wspolnych.
} s 7
2

3r —2y=14

Przyktad 2

Zbadamy wzajemne potozenie prostych o rownaniach 5z + 3y = 2 oraz 2,5z + 1,5z =1

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze jesli pomnozymy obie strony drugiego rownania przez 2, to otrzymamy
rownanie

ox + 3y = 2.

Oznacza to, ze oba rOwnania opisujg proste, ktore si¢ naktadaja (mozna tez myslec, ze

opisujg te sama prostg). Zatem kazdy punkt o wspotrzednych (:c; 235‘” ) spelnia oba

rownania.



Przyktad 3

Okreslimy wzajemne potozenie prostych o rownaniach y = 2x — 3 oraz 2z — 3y = 1.

Rozwiazanie
W tym celu rozwigzemy uktad réwnan
{y =2z —3
2z —3y=1
Wynika z niego rOwnanie
2z —3(2z —3) = 1.
Kolejne przeksztalcenia pozwalaja wyznaczy¢ warto$¢ niewiadomej x:

20 —6x+9=1
—4r = —8
T = 2.

Pozostalo wyznaczy¢ warto$¢ niewiadome;j y:

T =2
{2-2—3y:1
T =2
{—3y=—3

r =2
y=1



Zatem proste o rownaniach y = 2z — 3 oraz 2x — 3y = 1 przecinajg si¢ w jednym
punkcie o wspotrzednych (2;1).
Przyktad 4

Zbadamy wzajemne potozenie prostych w zaleznosci od wartoSci parametru m. Proste
majg rownania: y = (m2 — 1):(: + 2orazy = 3z +m.
Rozwiazanie

Obie proste opisane sg rownaniami kierunkowymi. Sg one rownolegle doktadnie wtedy,
gdy ich wspotczynniki kierunkowe s3 rowne, zatem

m?—1=3,
czyli
m = 2lubm = —2.

Dla m = 2 otrzymujemy rownania

y=3z + 2orazy = 3z + 2,

zatem proste opisane danymi rownaniami pokrywaja sie.

Dla m = —2 otrzymujemy rOwnania

y=3r+2o0razy =3z — 2,

zatem proste opisane danymi rownaniami sg rownolegle, ale si¢ nie pokrywaja.

Dlam € R\ {—2;2} otrzymujemy proste, ktore sie przecinaja.
Przyktad 5

Zbadamy wzajemne potozenie prostych w zaleznoSci od parametru m. Proste maja
réwnania mx + 2y = 1 oraz 8x + my = —2.

Rozwiazanie
Wykorzystamy zestawienie zawarte w tabeli 2.

Rozwazmy ukiad rownan

me+2y=1
8 +my = —2.

Przy oznaczeniach przyjetych w tabeli 2, mamy:



A=m B=2C=1D=8 E=m,F = -2.
Obliczmy teraz

AE — BD =m? — 16
CE — BF =m + 4
AF —CD=—-4—m=—(m+4).

Je§li AE — BD = Q0 orazCE — BF = 0lub AF — CD = 0, to proste bedg sie naktadac,
co dzieje si¢ tylko dlam = —4.

Jesli jednoczes$nie
AE — BD =0,
CE — BF #0,
AF —-CD =0,

to proste beda rownolegte, co dzieje si¢ tylko dla m = 4.

Jesli

AE — BD #0,

wtedy bedg to proste przecinajgce sie, co dzieje sie dlam € R\ {—4;4}.

Rozwazmy proste narysowane ponizej

A
Y
\ b
3
2
1
+ '
-3 2/ o 1 2 3 X
1

Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawac, ze proste sg rownolegte. W rzeczywistosci ich
rownania to

y:%w—l—Z
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oraz

_ 149 .. 3
Y= 10T~ 2>

za$ ich punkt wspolny ma wspotrzedne (—350; —523).

Zauwazmy na podstawie powyzszego przyktadu, ze nawet przy bardzo doktadnych
wykresach, mozemy pochopnie wyciggng¢ wnioski o potozeniu prostych, dlatego tez warto
zawsze poprzec takie obserwacje obliczeniami. Skala rysunku pomocniczego ma duze
znaczenie. Powinna by¢ dopasowana do wspotczynnikow réwnania prostej. W tym
przypadku, decydujgc si¢ na doktadne narysowanie obu prostych o niewielkich
wspotczynnikach, pomijamy duze wartoSci, przez co na rysunku nie jest umieszczony
punkt przeciecia prostych.

Stownik
proste réwnolegte

proste, ktore nie majg punktow wspolnych lub sie nakladajg
proste przecinajace sie

proste, ktore majg dokladnie jeden punkt wspolny



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Korzystajac z symulacji interaktywnej, rozwiaz zadanie. Uzywajac suwakdéw, zmieniaj wartosc
wspotczynnikéw w réwnaniach prostych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D18C0zDG9


https://zpe.gov.pl/a/D18C0zDG9

Polecenie 2

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

>roste o réownaniach
3x —y = boraz
L,5z 4+ 0,5y = —2,

przecinajg
sie U
naktadaja 0
sie
59
rownolegte,
ale sie nie
naktadaja

O

Proste
o réwnaniach
2 —4y =3
D oraz
z—2y=-1,5

przecinaja
sie U

naktadaja
sie _

59
rownolegte,
ale sie nie
naktadaja

Proste
o rownaniach
2x —y = 1 oraz
z+2y=1
przecinajg sie
w punkcie
o wspotrzednych:

Dana jest Dana jest
prosta opisana prosta opisana
réwnaniem réwnaniem
a5 — 2 = &k T+ 2y =2.
Réwnanie Réwnanie
prostej prostej
réwnolegtej do przecinajacej

danej to: dang prostj to:

(2;3) ) 0bz—y=1,5 (Jr+4y=6 )

(33

(] (0,6;0,2) [ J+2z+4y=6 [ Rx—4y=—-4 [



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 ¢
Na rysunkach przedstawione sg pary prostych réwnolegtych. Potacz réwnania tych
prostych z odpowiednim rysunkiem.

IS
-~ N o s
- N w F S
-/ v e s

Cwiczenie 2

Odczytaj wspotrzedne punktu przeciecia narysowanych prostych wiedzac, zesgone (@
liczbami catkowitymi. Potacz w pary odpowiednie wspétrzedne z rysunkiem.

\i 5-
1 4
3 240 1 2 3 4/5 6 x ! 3 8
-6 5 -4 3 210 1 2 3 X 2
=2 -1 1 1
3 2
2 -1 12 3 4 5 6 5 4/3 2 1 T2 3 4x
. B 6 N 3 k
2 - 2 N




Cwiczenie 3

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

" . Proste
Proste o rownaniach

y = m?z + 1 oraz
Yy = « + m nie maja

o réownaniach
y = m*z + 2 oraz

, i y =16z +m
punktow wspodlnych ..
A naktadaja sie dlam
dla m réwnego: i
réownego:

nie istnieje m
spetniajace () 2 ()
warunki zadania

1 [ -2 [

nie istnieje m

spetniajace
-1
[:] warunki E]
zadania
Cwiczenie 4

Wskaz zdania prawdziwe.

Proste o réwnaniach
y = m?’z — 3 oraz
y = 9z + 2 maja
doktadnie jeden

punkt wspdlny dla:

m=+v3 (]

m= 3 (]

m=9 [ ]

Proste
o réwnaniach
y=m3zc + 2
oraz
y = 8z + m nie
sa réwnolegte
dla:

m=2 [ |

m=—-2 (]

Proste o réwnaniach y = max + 3z + 3 oraz y = 2x + m przecinaja sie dla

U m e R\ {-1;0;1}.

0 Proste o réwnaniachy = (m + 1)’z — 2 + 3m + 1iy = 7z + m + 4 maja
nieskoniczenie wiele punktéw wspoélnych dlam = 1.

m = —1.

wspolnego dlam = 2.

Proste o réwnaniach y = ma + 3z + 3 oraz y = 2x + m sa réwnolegte dla

Proste o réwnaniach y = m?2z + 3z — 5 orazy = 4z + m — 7 nie maja punktu



Cwiczenie 5

Potacz w pary uktady rownan prostych z ich opisami.

z—2y=1
2c —4y =2

{a:—Zyzl

2z —y=1

x—2y=1

x—2y=-1

z—2y=1

2¢c+y=1
Cwiczenie 6

Proste sie przecinaja, ale nie sa
prostopadte.

Proste sa rownolegte, ale sie nie
naktadaja.

Proste sie naktadaja.

Proste s prostopadte.

Zbadaj wzajemne potozenie prostych o rownaniachma +y =3 i2mx —my =6

w zaleznosci od wartosci parametru m.

@




Cwiczenie 7 @

Rozwiaz test.

Proste Proste Proste
o réwnaniach o réwnaniach o réwnaniach
(a—Dz—-2y=3|(a—1z—-2y=3|(a—1)z—2y=3
i i i
dz—(a+1ly=a 4dz—(a+1ly=a | 42— (a+1)y=a
dlaa = 3: dlaa = —3: dlaa = —4:

naktadaja sie [ ] naktadaja sie [ ] naktadaja sie [ ] acR\{-4} (]

nie naktadaja nie naktadaja nie naktadaja
eR\ {4
g MRER o) NI O eer\ig O

przecinajgsie [ ] | przecinajasie [ ] | przecinajgsie (] | ae€R\{—4;4} (]

Proste o réGwnaniach
ar + 2y = —1i
8 +ay=a+6

przecinaja sie wtedy
i tylko wtedy, gdy:

Cwiczenie 8 @

Potacz w pary uktady ztozone z réwnan prostych oraz zbiory wartosci parametréw, dla
ktérych proste te sie przecinaja.

(a—3)z+4y=2

R

—2ar +ay =17 @<
a—2)x—2y="7
Eta:+2)y:a—1 2 E I8 056y

axr —y— —2

rtay—T a € R\ {-5;0}
) —5_

(a—2)x+3y=5—a s € R\ {1}

ar +ay =8



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzajemne polozZenie prostych na plaszczyznie kartezjanskiej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich réwnan, w tym
znajduje wspodlny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

o Okreslisz wzajemne potozenie prostych na podstawie ich rownan.
o Odczytasz wspolrzedne punktu przeciecia prostych z ich ilustraciji.
» Wyznaczysz warto$ci parametru, aby spetniony byt zadany z gory warunek.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Symulacja interaktywna”
i ¢twiczenia interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekcji ,Symulacja interaktywna”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie
kartezjanskiej’ oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e Proste i odcinki prostopadte i rownolegte
» Proste rownolegte, proste prostopadie
e Proste i odcinki prostopadle

Wskazowki metodyczne:

» Medium w sekcji ,,Symulacja interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wzajemne potozenie prostych na
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plaszczyznie kartezjanskiej'



