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W materiale wprowadzimy pojecie ilorazu roznicowego, ktory mozna wyliczy¢ ze stosunku
dtugosci odpowiednich bokow trojkata prostokgtnego. Dowiemy sig, ze iloraz roznicowy
mowi o tym, jak bardzo zmienia si¢ wartos¢ funkcji, gdy wzrastaja argumenty tej funkcij.
Zmiang tg moze by¢ zaréwno dodatni wzrost, jak i ujemny spadek wartosci funkcji. Bazujac
na materiale teoretycznym i omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

o Zdefiniujesz iloraz roznicowy funkciji.

» Zinterpretujesz na rozne sposoby iloraz roéznicowy funkci.

» Przeanalizujesz, jak zmienia si¢ réznica wartosci funkcji dla podanych argumentow
w stosunku do roznicy tych argumentow.

 Zastosujesz pojecie ilorazu réznicowego do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Wprowadzmy definicje ilorazu roznicowego funkcii.
Definicja: lloraz réznicowy funkcji
Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu .

llorazem roznicowym funkcji f(z) w punkcie x dla przyrostu h zmiennej niezaleznej
nazywamy funkcje okreslong wzorem:

U(h) _ f(:c0+h}3*f(a:0) )

Inaczej mowigc, jest to stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu
funkciji.

Na osi X zaznaczmy pewien przyrost argumentu funkcji f, za$ na osi Y odpowiadajgcy mu
przyrost wartosci funkcji.

Przedstawmy opisang sytuacje na ponizszym rysunku:

Punkty o wspotrzednych: (zg, f(zg)), (xo + h, f(x¢)) oraz (xg + h, f(z¢) + h) sa

wierzchotkami trojkata prostokatnego.

Jezeli wykorzystamy definicje funkcji tangens kata ostrego w trojkacie prostokgtnym, to
otrzymujemy nastepujacg zaleznosc:

tg o = Lot Sl
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Majac dany wzor funkciji lub jej wykres, mozemy wyznaczyc¢ iloraz roznicowy funkcii
w punkcie x.

Przyktad 1

Na wykresie przedstawiono wykres funkcji f. Zapiszemy wzoér na iloraz réznicowy tej
funkcji w punktach Ai B.

Rozwigzanie:

Z wykresu funkcji odczytujemy wspotrzedne punktow:
A= (z1,41),

B = (22,92).

Obliczamy warto$¢ przyrostu h dla argumentu ;.
Zatem h = 9 — x1.

Wobec tego, korzystajgc ze wzoru na iloraz roznicowy funkciji, mamy:

f(xo+h)—f(z0) — f(932)—f(901)_

h To—T1

Przyktad 2

Okresélmy funkcje f wzorem f(z) = vz — 1.

Obliczymy iloraz roznicowy tejfunkcji w punkcie o = 2 i przyro$cie argumentu h = 8.
Rozwigzanie:

Jezelizg = 2,to f(zg) = f(2) =v2—-1=1.




Dla h = 8 mamy:
flxzo+h)=f(2+8) = f(10) =+/10 -1 = 3.

Wobec tego iloraz roznicowy tej funkciji jest rowny:

flxoth)—f(zo) _ fA0)—f(2) _ 3-1 1
h - 8 — 78 4"
Przyktad 3

Obliczymy wartoS¢ tangensa kata zaznaczonego na ponizszym rysunku.

Ay

Rozwigzanie:

Z rysunku odczytujemy wspotrzedne punktow:

A= (-6,2),
O =(-6,-1),
B =(3,-1).
Zatem:

|AO| = 3,
|OB| = 9.

Korzystajgc z definicji funkcji tangens mamy:

tga:%:%.



Wazne!

W powyzszym przykladzie obliczyliSmy iloraz réznicowy funkcji z wykresu w punkcie A
i przyroscie argumentu h = 9.

Przyktad 4

Sprawdzimy, kiedy iloraz roznicowy funkcji w punkcie zy wynosi 0, gdy przyrost
argumentu h # 0.

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na iloraz roéznicowy funkciji, rozwigzujemy rownanie:
0 = favth)-sizn

Zatem f(xzo + h) — f(zo) = 0, czyli f(zo + h) = f(x0).

Iloraz roznicowy funkcji w punkcie zo wynosi 0, gdy wartos¢ funkcji w punkcie xg oraz
xo + h jest taka sama.

Przyktad 5

Wykazemy, ze iloraz réznicowy funkcji f okreslonejwzorem f(z) = az?® + bx + ¢
w punkcie (xo, f(zo)) i przyro$cie argumentu h = 1 jest rowny 2azo + a + b.

Rozwigzanie:

Jezeli f(x) = az® + bz + ¢, to

f(zo) = azo® + bxo + c.

Korzystajac ze wzoru na iloraz roznicowy funkciji, dla h = 1 mamy:
Hee B = fao +1) — flao) =
=a-(zg+1)°+b-(zg+ 1) +c— (azy? + bzy +¢) =

= axo® + 2axy +a +bxo+ b+ c— axe® — brg — c =

= 2axo + a + b.

Stownik
iloraz réznicowy funkcji

stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu funkcji



tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacej naprzeciwko kata ostrego do dtugosci
przyprostokatnejlezacej przy tym kacie



Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj infografike, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

Do wykresu funkcji f naleza punkty A i B. Oblicz iloraz réznicowy funkcji w punktach A i B,
jezeli:

a) A= (-3,2)i B=(0,4),

b) A= (1,-2)i B=(5,6).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem i zaznacz poprawng odpowiedz.

=Y




Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

%

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

(] lloraz réznicowy funkcji w punkcie C'i przyroscie h = —8 jest rowny 4.
(] lloraz réznicowy funkcji w punkcie A i przyroscie h = 6 wynosi 0.
1

(] lloraz réznicowy funkcji w punkcie B i przyroscie h = —3 wynosi —3-

[ ] llorazy réznicowe w punktach A i B oraz przyroscie h = 3 s3 réwne.



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

77 5 5 4
f

Wstaw w tekst odpowiednie wyrazenia.

Jezeli A = (z1,y1), B = (2,y2), C = (x3,y3), to:

- iloraz réznicowy funkcji w punktach A i B wynosi

- iloraz réznicowy funkeji w punktach A i C wynosi'

- iloraz réznicowy funkcji w punktach Bi C wynosii

Ys—Y1
r3—IT1

Ys—Y2
T3—T2

Y2—U
T2—I1




Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

%

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Wspotrzedne punktéw A, B, C wynoszg odpowiednio:

A= H )
B=( H )
= ( | )
Wobec tego:

|AB| = ,

|BC| =

Zatem iloraz réznicowy funkgcji, ktérej wykres przedstawiono na powyzszym rysunku, jest

rowny tga = 0, 25.



Cwiczenie 5
Rozwiaz krzyzowke.

1. Rdznica pomiedzy argumentami lub wartosciami

N

Przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi z jednego zbioru przyporzadkowuje
doktadnie jeden element z drugiego zbioru

Ma np. wspdtrzedne (zg, f(z¢))
Nalezy do dziedziny funkcji
Inaczej definicja

Odejmowanie dwéch argumentéw

N o AW

lloraz dwoch wielkosci

Cwiczenie 6
Niech f(a:) =2 -2 Potacz w pary argument x i przyrost argumentu h z odpowiednia
wartoscig ilorazu réznicowego funkcji.

0o=2h=3 1
To=—2h=2 —2
zr:O:O,h:2 7

$0:—1,h:3 2



Cwiczenie 7 @

Okreslmy funkcje f wzorem f(x) = £, gdzie a # 0 oraz x # 0. Wyznacz wzér na iloraz
roznicowy tej funkcji, gdy przyrost argumentu h = 1 w punkcie o wspétrzednych (zq, f(z))-

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze iloraz réznicowy funkcji liniowej okreslonej wzorem f(z) = ax + b w punkcie
o wspotrzednych (zg, f(xg)) i przyroscie h # 0 jest réwny a.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pojecie ilorazu réznicowego

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.

Zakres rozszerzony 3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczna
i fizyczng pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje iloraz réznicowy funkciji;
 interpretuje na rozne sposoby iloraz roznicowy funkciji;
 analizuje, jak zmienia si¢ roznica wartosci funkcji dla podanych argumentow
w stosunku do roznicy tych argumentow;
 stosuje pojecie ilorazu roznicowego do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w Samouczku i ¢wiczenia
interaktywne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Pojecie ilorazu réznicowego” i celow lekcii.
Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Infografika”. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W kolejnym kroku uczniowie realizujg w parach ¢wiczenia 3-5 z sekcji ,Sprawdz sie”;
po ich wykonaniu poréwnuja otrzymane wyniki z inng parg.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sposoby opisywania funkcii
Wskazowki metodyczne:

o Materiatl w sekciji ,Infografika” mozna potraktowac jako zadanie domowe dotyczace
analizy problemu w zakresie wykorzystania pojecia ilorazu réznicowego.
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