Wspotliniowosc punktow

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zr6dto: Mitchell Luo, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji dowiesz sig, co to znaczy, ze punkty sg wspotliniowe. Pojecie jest tatwe, ale
pomocne przy opisywaniu obiektow geometrycznych. Poznasz warunki wspotliniowosci
punktow na plaszczyznie z prostokatnym ukladem wspotrzednych i bez niego.

Twoje cele

e Rozpoznasz punkty wspolliniowe na rysunku.

o Zastosujesz warunek wspotliniowosci punktow na ptaszczyznie bez uktadu
wspotrzednych.

o Zastosujesz warunek wspotliniowosci punktow umieszczonych w uktadzie

wspotrzednych.



Przeczytaj

Zaczniemy od definicji punktow wspotliniowych.
Definicja: punkty wspétliniowe
Punkty nazywamy wspotliniowymi wtedy i tylko wtedy, gdy lezg na jednej proste;.

Oczywiscie dowolne dwa rozne punkty sa wspoltliniowe, bo przez kazde dwa punkty mozna
przeprowadzi¢ prostg (i to doktadnie jedng). Szczegolnie uwage zwrocimy na
wspolliniowos$¢ trzech réznych punktow.

Przyktad 1

Punkty A, B i C nie sg wspétliniowe.

Warunek wspaétliniowosci punktow na ptaszczyznie bez uktadu
wspotrzednych

Z geometrii elementarnejznany jest warunek istnienia trojkata: z odcinkow AB, BC'i AC
mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy suma dtugosci kazdych dwoch z tych
odcinkow jest wigksza od dtugosci trzeciego. Czynigc z powyzszego punkt wyjscia mozna
zauwazy¢, ze jesli suma dlugosci pewnych dwoéch sposrod odcinkéw AB, BC'i AC jest
rowna diugosci trzeciego, to punkty A, B, C leza na jednej prostej. I na odwrot: jesli punkty
A, B, C'leza na jednej prostej, to suma dtugosci pewnych dwoch sposrod odcinkow AB,
BC, AC jest rowna dlugosci trzeciego z nich.



|AB|=|AC|+|CB| |AC|=]|AB|+|BC|<=|AB|=|AC|-|BC]| |BC|=]AB|+|AC| < |AB|=|BC|-]AC|
|AB|=]|AC|-|BC]|

Wynika stad kryterium wspotliniowosci punktow
Wazne!

o Punkty A, B, C sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy suma dlugosci dwoch
sposrod odcinkow AB, BC, AC jest rowna dlugosci trzeciego z nich.

« Jezeli nie znamy porzadku punktow A, B, C na osi liczbowej, to kryterium
wspoltliniowosci mozemy sformutowac w nastepujacy sposoéb: punkty A, B, C'sa
wspotiniowe wtedy i tylko wtedy, gdy |AB| = |AC| + |CB| lub
AB| = ||AC| - |BC|

Przyktad 2

Dane sg dtugo$ci odcinkéw |AB| = 7, |BC| = m, |AC| = 3. Wyznaczymy warto$¢
parametru m tak, aby punkty A4, B, C byly wspolliniowe.

Zauwazmy najpierw, ze m > 0, poniewaz m jest dtugoscia odcinka | BC|. Z kryterium
wspoltliniowosci punktow wynika, ze A, B, C bedg wspotliniowe doktadnie wtedy, gdy
|AB| = |AC| + |CB| lub |AB| = ||AC| — |BC]|.

Zatem otrzymujemy rownania:
7T=m+3lub7 =3 —m|
m=4lub7=3 -mlub7=m —3
m=4lubm = —4lubm =10

Jak juz zauwazyliSmy, m jest liczbg dodatnig, wigc warunki zadania spetniajg liczby
m € {4;10}. Ponadto mozemy stwierdzi¢, ze dlam = 4 punkt C' lezy pomiedzy
punktami A i B, za$ dlam = 10 punkt A lezy pomiedzy punktami Bi C.

Warunek wspoétliniowosci punktéw umieszczonych w uktadzie
wspotrzednych

Korzystajgc z rachunku wektorowego (zobacz lekcje dotyczace wektoréw) wyprowadzimy
teraz warunek wspotliniowosci punktow w zaleznosci od ich wspoirzednych
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javascript:void(0);

w prostokatnym uktadzie wspotrzednych.
Niech dane bedg rozne punkty:

A = (z4;9y4), B= (zB;yB), C = (z¢;yo).

— —
Zauwazmy, ze s one wspotliniowe dokladnie wtedy, gdy wektory AB i AC' rownolegle.

— —
Wyznaczmy najpierw wspotrzedne wektorow AB i AC' w zaleznosci od wspolrzednych
punktow A = (z4;y4), B = (zB;yB), C = (2zc;yc)

—
AB =|xg— T4 ; Y — Y4|
—
AC =[zc—z4; Yo — Y4

Mozemy teraz skorzystac z kryterium réwnoleglosci wektoréw (zobacz: lekcja o takim
temacie):

(xp —x4)(yc —ya) — (Yyp —ya)(®c —24) =0
(B —z4) (Yo — ya) = (yp — ya)(zc — T4a)
Stad wniosek:

Wazne!

Punkty sg wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotrzedne spetniajg warunek
A= (za;94), B=(zp;y5), C = (zc;y0)
(zp — wa)(yc —ya) = (yp — ya)(zc — z4)

Przyktad 3

Zbadamy, czy punkty A, B, C sa wspélliniowe, gdy

a) A =(-5;-3),B=(0;—-1),C = (10; 3);



b) A =(-5;2),B=(2-1),C = (9 -5)
e Zbadamy, czy miedzy wspotrzednymi zachodzi zwigzek.

(zB —za)(yc — ya) = (Y — ya)(zc — za)

(xp —z4)(yo —ya) = (0—(-5))(3—(-3)) =5-6 =30
(yp — ya)(zc — za) = (-1 3))(10 — (=5)) =2-15 =30
(— (

- (=
Zatem punkty A = (—5; —3), B = (0; —1), C = (10; 3) sa wspoiliniowe.

« Ponownie zbadamy, czy miedzy wspolrzednymi zachodzi zwigzek.

(xp — x4)(yc — yYa) = (Y — ya)(zc — T4)

(B —z4)(yc —ya (2—(=5))(-5—-2)=T7-(=7)=—-49
(9— (-
(

) =

) = )
(yg — ya)(mo — w4) = (=1 —2)(9 — (—=5)) = —3- 14 = —42

(—

Zatem punkty A = (—5;2), B= (2; —1), C = (9; —5) nie sg wspotliniowe.

Stownik

wspoétliniowosé punktow

mowimy, ze punkty sg wspoltliniowe, gdy istnieje prosta przechodzaca przez te punkty
warunek wspétliniowosci punktéw

trzy rozne punkty A, B, C s3 wspotliniowe dokladnie wtedy, gdy |AB| = |AC| + |BC|
lub |[AB| = ||AC| — |BC]|




Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w animacji. Na ich podstawie rozwiaz ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEvmhj3Eq

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wspodtliniowosci punktow.

Polecenie 2



https://zpe.gov.pl/a/DEvmhj3Eq

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Czy punkty A, B, C sg wspodtliniowe? Wybierz wtasciwa odpowiedz.

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2



Cwiczenie 3

Uzupetnij tabele tak, aby punkty A, B, C byty wspétliniowe oraz punkt B lezat pomiedzy
punktami Ai C.

Diugos¢ odcinka AB Dtugosé¢ odcinka BC Diugos¢ odcinka AC
4 5 |
7 | | 12
| | 3 12
| | 7 14

Cwiczenie 4

Dane sa dtugosci odcinkéw|AB| = m?, |BC| = m, |AC| = 12. Wyznacz warto$¢
parametru m tak, aby punkty A, B, C byty wspétliniowe. Dla wyznaczonych wartosci
parametru m rozstrzygnij, w jakiej kolejnosci lezg one na prostej. (Jesli kolejnos¢ odpowiedzi
nie wynika z tresci zadania zacznij od mniejszej wartosci). Uzupetnij puste pola w ponizszym
tekscie.

Poniewaz m >‘ ’ wiecm = ‘ ’Iub m :‘ ’ Dla
wiekszego rozwigzania punkt‘ ’ lezy pomiedzy punktami ‘ ’ i
‘ ’ zas dla mniejszego punkt‘ ’ lezy pomiedzy punktami

Cwiczenie 5




Cwiczenie 6

Zbadaj, czy punkty o podanych wspétrzednych sg wspétliniowe. Zaznacz wtasciwe
odpowiedzi.

A=(=3;1);B=(1;0);C = (9 —4)

A= (1;8); B=(45); C = (10;—1)

O o O

A=(-2;5);B=(1;2);C = (7;—4)

[J A=(-16);B=(23);C=(8-2)

Cwiczenie 7 @

Wyznacz warto$¢ parametru m tak, aby punkty A, B, C byty wspoétliniowe.

Wspotrzedne Wspotrzedne Wspotrzedne Wartos¢ parametru
punktu A punktu B punktu C' m
(-4;1) (-1;0) (8;m)
(-4;1) (=1,m) (5;-5)
(m;—5) (-2;-2) (10;7)
(=7;-2) (m;-1) (13;2)




Cwiczenie 8 @

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych punkty A = (—1;m + 3),
B = (m2 —2:2m + 5), C = (m3 —m—1;m?+ 3) sa wspotliniowe. (Jesli kolejnosé
odpowiedzi nie wynika z treéci zadania zacznij od mniejszej wartosci).

Zacznijmy od sprawdzenia, czy istniejg wartosci parametru m, dla ktorych A = B, A = C

lub B = C. Po rozwiazaniu odpowiednich uktadow réwnan uzupetnij ponizsze zdania.

Dlam :‘ ’zachodzi réwnoéc" ’:‘ ’:(

‘ ’ 3),dlam :‘ ’zachodzi réwnoéc" ’:

‘ ’:(‘ ’ 4). Dwa rézne punkty‘ ’:

‘ ’ i ‘ ’ sg zawsze wspotliniowe.

Dlam ;é‘ ’ im ;é‘ ’ mamy trzy rézne punkty, wiec musimy

skorzystaé z warunku wspoétliniowosci punktéw umieszczonych w uktadzie wspotrzednych.
(B — z4)(yc —ya) = (yB — ya)(xc — xa). Zwrdé uwage, ze korzystajac z tego warunku

otrzymaliby$smy réwniez wcze$niej rozwazane wartosci parametru m. Jedynym "nowym"

rozwigzaniem rozwazanego rownania jest liczba m :‘ ’ Woéwczas mamy A =(

| ). B = | ), C =(

o rownaniu x :‘ ’

H

’). tatwo widaé, ze wszystkie punkty lezg na prostej




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wspolliniowo$é punktow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX.3) Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;.

Uczen:

oblicza odleglo$¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e Rozpozna punkty wspotliniowe na rysunku.

» Zastosuje warunek wspotliniowosci punktow na ptaszczyznie bez uktadu
wspotrzednych.

o Zastosuje warunek wspotliniowosci punktow umieszczonych w ukiadzie
wspotrzednych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci zdobytych przed lekcja
zaproponowali cel zaje¢ w temacie: ,Wspotliniowos¢ punktow” oraz kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Animacja’, wybrany uczen czyta tres¢ polecenia
nr 1, Przeanalizujinformacje zawarte w animacji. Na ich podstawie rozwigz ponizsze
polecenie.”. Po zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby
wyjasnia, najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie rozwigzuja indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
Odlegtos¢ punktu od prostejw ukladzie wspotrzednych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wspotliniowos¢ punktow”.


https://epodreczniki.pl/b/odleglosc-punktu-od-prostej-w-ukladzie-wspolrzednych/PxbZvpx25

