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Geometria jest jedna z najstarszych dziedzin matematyki. Czy wiesz moze, dlaczego

w nazwie jest greckie metreo - mierze? Oto u podstaw tej nauki, cate tysigclecia temu,
legla potrzeba dokonywania pomiaroéw, w tym pomiaréw linii (ich dlugosci) oraz obszarow
(ich obwodu i powierzchni) na ziemi. Stad pierwsza cze$¢ nazwy. Tak, geometria byta
kiedys$ naukg empiryczng, w ktorej dokonywano pomiarow, uogolniano pewne
spostrzezenia praktyczne i nadawano im - mowigc dzisiejszym jezykiem - oprawe
teoretyczna.

Jedno z takich spostrzezen, poczynionych co najmniej cztery tysigce lat temu, dotyczyto
stosunku obwodu kota do jego $rednicy. W réznych sytuacjach mierzono obwod i srednice:
basenu w kréolewskim palacu, glinianego garnka na wino, oliwe, grubego pnia drzewa, czy
innych podobnych obiektow. Ludzi musiato zainteresowac, ze uzyskiwano zawsze okofo 3:1.
Przy odrobinie precyzyjniejszym pomiarze i staranniejszym wyborze obiektow (basen nie
musial by¢ idealnym kotem, tak jak garnek czy tym bardziej pien drzewa), uzyskiwano nieco
wiecejniz 3:1. Ogromnym osiggnieciem bylo zauwazenie, ze ,,obwod do Srednicy ma sie
praktycznie jak 22 do 7.

Jak doktadnie mozna zmierzy¢ wartos$c¢ liczby n? Jesli wyobrazisz sobie pomiar zaleznoSci
obwodu p od Srednicy d dla kotowych obiektow o roznych srednicach (zaleznosc¢ ta jest
proporcjonalna), to punkty powinny utozy¢ si¢ wzdtuz prostej o rownaniu:



p(d)=m-d

Powinny, ale przeciez mierzymy, wiec popeiniamy btedy: punkty utozg sie w poblizu jakiejs
prostej, ktorej na wykresie (Rys. a.) nie wida¢. Wspotczynnikiem kierunkowym tej proste;j
jest wlasnie liczba m, a jej wyrazem wolnym jest zero. Do punktow pomiarowych nalezy wiec
dopasowac prostg, korzystajac z metody najmniejszych kwadratow i wyznaczyc jej

parametry.
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Rys. a. Wyniki pomiaru zaleznosci obwodu p okragtego przedmiotu od jego Srednicy d, dla 24 przedmiotow.
Na tle punktow pomiarowych pokazano prostg dopasowang metodg najmniejszych kwadratéw.

Te wlasnie prostg pokazano na rys. a. Tylko jak okresli¢ ,,niepewnos¢ pomiarowa’ tej
prostej?
Twoje cele

o Objasnisz, czym rozni si¢ wyznaczanie niepewnosci pomiarowej wspotczynnika
kierunkowego i wyrazu wolnego prostej dopasowanej metodq najmniejszych
kwadratow od wyznaczania niepewnosci pojedynczej wielkosci,

» uzasadnisz, dlaczego graficzne metody szacowania dopuszczalnych zakresow
zmiennoSci wartosci tych wspoétczynnikow maja ograniczone zastosowanie,

» wskazesz dwa przypadki, w ktorych metoda graficzng mozna oszacowac
dopuszczalny zakres zmiennosci jednego z tych wspotczynnikow,

» przeprowadzisz takie oszacowanie w tych dwoch przypadkach.




Przeczytaj

Warto przeczytac.

Generalia

Odpowiedz na koncowe pytanie z Wprowadzenia jest formalnie prosta, stanowcza i - by¢
moze - niezadowalajgca: Nie ma czegos takiego, jak niepewnos¢ pomiarowa prostej
dopasowanej do punktow doswiadczalnych takg czy inng metoda.

Ale mozna odpowiedzie¢ na pytanie zastepcze: jak oszacowac¢ niepewno$¢ pomiaru
parametrow wyznaczajacych te prosta. Wszak gdy badamy liniowg zalezno$¢ pomiedzy
dwiema wielko$ciami, y(x), to odpowiednie opracowanie wyniku tego pomiaru pozwala
nam wyznaczy¢ wartosci wspotczynnika kierunkowego a oraz wyrazu wolnego b tej
zaleznosci.

y(z) =a-z+b

Sposob opracowania oraz mozliwe procedury uzyskiwania wynikow sg opisane

w e-materiatach ,Jak dopasowac prostg do wynikow pomiarow” oraz ,W jakim celu
dopasowuje si¢ prosta do wynikow pomiarow i jakie informacje mozna w ten sposob
uzyskac?”. Naturalne jest zadanie pytania o niepewno$¢ pomiaru tych parametrow. Pytanie
jest wazne, gdy ktorykolwiek z nich ma interpretacje fizyczng - a tak najczeSciej jest.

Niepewnosc¢ pomiaru parametrow prostej

Niepewnos$¢ pomiaru tych wspotczynnikow zalezy od dwoch czynnikow:

- od odlegtosci (,po osi rzednych”) kazdego z punktow od prostej, czyli od rozrzutu
uzyskanych wynikow,

- od niepewnosci pomiaru kazdej ze wspoirzednych kazdego punktu.

(Przypomnij sobie e-materiat ,Przedstawianie niepewnoSci pomiarowych w formie
graficznej’)

Na rys. 1. przedstawiono wyniki pomiarow zaleznoéci p(d), wspomniane we
Wprowadzeniu. Bezposredni pomiar Srednicy oraz obwodu kazdego z obiektow wykonano
za pomocy krawieckiego centymetra o rozdzielczosci 1 mm. Zwigzane z tym stupki
niepewnosci standardowej bytyby na tym wykresie nieczytelne, wigc ich nie naniesiono.
Zaznaczono natomiast odlegtosci (,,po osi rzednych”) dla trzech przyktadowych punktow.
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Rys. 1. Wyniki pomiaru zaleznosci obwodu p okragtego przedmiotu od jego srednicy d, dla 24 przedmiotow.
Na czerwono zaznaczono odlegtosci trzech przyktadowych punktéw od proste;.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Za pomocy arkusza kalkulacyjnego i gotowej, wbudowanej do niego funkciji, obliczono
wartosci i standardowe niepewnosci pomiaru parametrow prostej o rownaniu

p(d)=a-d+0
Otrzymano:
a = 3,10(0,03)
b=1,1(0,5) cm

Wyrazenia matematyczne, za pomocg ktorych wyliczamy te wartoSci oraz ich niepewnosci
sa skomplikowane - ich znajomos$¢ i stosowanie nie s wymagane w szkole Srednie;.

Dodatkowy, bardzo powazny problem wynika z tego, ze oba te wspotczynniki sa
wyznaczane jednoczesnie, a nie niezaleznie jeden od drugiego. Mowimy, ze wspotczynnik
kierunkowy prosteji jej wyraz wolny sa mierzone w korelacji jeden z drugim. Skutkiem tego
jest, ze zarowno ich wartosci, jak i niepewnosci sg ze sobg powigzane. Dlatego wilasnie
graficzna interpretacja niepewnosci obu wspotczynnikow jest trudna, a czasami bywa
zwodnicza.

Graficzna interpretacja niepewnosci standardowych aoraz b
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NajczeSciej stosowane jest nanoszenie na wykres, procz prostej najlepiej dopasowane;j,
dwoch prostych ,,dopasowanych gorzej’ (Rys. 2.).
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Rys. 2. Na tle wynikéw pomiaréw i prostej najlepiej dopasowanej naniesiono dwie proste "gorzej dopasowane”.
Zrodto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Problem w tym, Ze nie ma jednoznacznego przepisu na wybor tych prostych. Na rys. 2.
zastosowano przepis idacy ku ,skrajnemu” pogorszeniu przebiegu:

Prosta czerwona ma rownanie
pe(d) = ac - d+ be; gdzie ac = (a+u(a)) a b = (b+ u(b))

wiec ma zawyzone zaréwno nachylenie jak i przesuniecie w zerze.

Prosta niebieska z kolei ma rOwnanie
pn(d) = an - d+ byp; gdzie an = (a — u(a)) a by, = (b — u(d))

zatem jej nachylenie i przesunigcie w zerze s3 zaniZone.

Jednak statystyczna interpretacja takiego wyboru i zwigzanego z nim przebiegu prostych
gorzej dopasowanych na tle punktéw pomiarowych nie wnosi niczego wartosciowego do
interpretacji wynikow pomiaréw. Powodem tego stanu rzeczy jest wtasnie wspotzaleznos¢
(korelacja) pomiedzy wartoSciami obu wspotczynnikow. Nie ma dobrej odpowiedzi na
pytanie, dlaczego nie wybrano prostych gorzej dopasowanych w taki sposob, ze ich
wspotczynniki (a'; b') oraz (a” i b”) spetniatyby warunki:



a =(a+ua) ad =(0b-ub) oraz a'=(a—u(a)) oraz b’ = (b+ u(b))

W naszym przypadku te dwie proste bylyby na wykresie nieczytelne. Jednak w przypadku
zaleznosci, w ktorej a < 0, byloby inacze;j.

Graficzne szacowanie dopuszczalnego zakresu zmiennosci ai b

Z tych samych powodow - korelacja pomiedzy wspoétczynnikami - stosowane czesto
postepowanie odwrotne prowadzi do wynikow bezwartosciowych z punktu widzenia
statystyki. Polega ono na poprowadzeniu pary prostych ,ledwie dopasowanych”, czyli
takich, pomiedzy ktorymi ,,z ledwoscig” mieszczg si¢ wszystkie punkty pomiarowe.
Czasami stawia si¢ inny warunek, ,tagodniejszy” (pomiedzy prostymi nie musi si¢ miesci¢
punkt, byle miescit sie choc¢by fragment stupka jego niepewnosci pomiarowej). Mozna tez
postawic¢ warunek ,ostrzejszy” (opisany w Przykladzie 1.).

Celem takiego postepowania jest graficzne oszacowanie maksymalnej granicy przedziatow,
w ktorych mieszcza si¢ warto$ci obu wspotczynnikow. Odczytuje si¢ wiec - z wykresu -
wspotczynniki tych prostych i traktuje si¢ je, odpowiednio, jako maksymalng i minimalng
warto$¢ wspotczynnika a oraz wspotczynnika b.

To postepowanie jest jednak niejednoznaczne i stosowane niezaleznie przez rozne osoby
czesto daje zaskakujgco rézne efekty. Podstawowa przyczyna tej niejednoznacznosci jest
naturalne, ludzkie dgzenie do jednoczesnego zmieniania nachylenia oraz punktu
przeciecia w zerze prostej,ledwie dopasowanej’ przy probie ustalenia jej przebiegu.
Tymczasem wielkoSci te sa statystycznie skorelowane - intuicyjne, graficzne
uwzglednienie tego faktu jest praktycznie niemozliwe.

Wazne!

Opisane wyzej postepowanie nie prowadzi do wyznaczenia niepewnosSci pomiarowej
wspolczynnikow a oraz b, ani nawet do jakiegokolwiek ich oszacowania. Daje ono jedynie
»,PeWNos¢”, ze przy przyjetych kryteriach wartosci tych wspotczynnikow nie wykraczajg
poza uzyskany przedziatl.

Zblizone postepowanie moze dawac nieco bardziej wiarygodne wyniki oszacowania granic
przedziatu, w ktorym ,na pewno” miesci si¢ jeden z parametrow prostej. Jest tak, gdy drugi
z nich znamy dokladnie. Tak moze by¢, gdy ten drugi parametr ma wartos¢ wyrazong za
pomocg uniwersalnych statych fizycznych lub za pomocg liczby niemianowanej o wartosci
wynikajgcej z teoretycznego opisu badanej zaleznosci.

Przyktad 1. Znamy doktadnie nachylenie prostej.



Czesto prowadzimy badanie zaleznosci w celu wykazania... braku zaleznosci pomiedzy
badanymi wielko$ciami. Wtedy oczekujemy, ze w rOwnaniu prostej

yx)=a-z+b

wspotczynnik kierunkowy a = 0, a prawo przyrody, ktorego stosowalnos¢ chcemy zbadac,
ma postac y = const, niezaleznie od x. Rzadsze sg przypadki, w ktorych potrafimy
przewidzie¢ inng niz zero, ustalong warto$¢ tego wspotczynnika.

Ale w kazdym przypadku, gdy wspotczynnik ten ma ustalong wartosc¢, graficzne
poszukiwanie prostych ,ledwie dopasowanych” wymaga jedynie rownolegltego ich
przesuwania w stosunku do prostej najlepiej dopasowanej (Rys. 3.), czyli tylko zmiany
wyrazu wolnego b.
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Rys. 3. Z lewej punkty pomiarowe z ich standardowymi niepewnos$ciami i najlepiej dopasowang do nich prosta.
Po prawej pokazano pare prostych zielonych, pomiedzy ktorymi mieszczg sie wszystkie punkty pomiarowe. Dla
czytelnosci nie naniesiono odpowiadajgcych im wartosci bmin. 0raz bmax

Pomiedzy prostymi czerwonymi mieszczg sie nie tylko wszystkie punkty ale takze stupki ich niepewnosci.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Dwie warto$ci, bmin ¢ bmax, 0Ograniczajg przedziat, w ktérym ,z pewno$cia” miesci sie¢
prawdziwa warto$¢ wyrazu wolnego b. Jednak pomiedzy prostymi zielonymi mieszcza si¢
jedynie punkty pomiarowe, za$ pomiedzy prostymi czerwonymi mieszcza si¢ takze stupki
ich standardowych niepewnosci. Nie ma sposobu obiektywnego rozstrzygniecia, ktore

z tych kryteriow jest bardziej wiarygodne.

Przyktad 2. Znamy doktadnie wyraz wolny proste;j.

Czesto prowadzimy badanie zaleznoSci proporcjonalnej pomiedzy badanymi wielko$ciami.
Wtedy oczekujemy, ze w rOwnaniu prostej



yx)=a-z+b

wyraz wolny b = 0. Rzadsze s3 przypadki, w ktorych wyraz wolny rozny od zera jest znany
dokladnie, a zalezno$c¢ przyjmie klasyczng posta¢ zaleznosci proporcjonalne;j.

yz)=a-z

W takich sytuacjach mozemy poprowadzi¢ prostg najlepiej dopasowana, ale uwzgledniajaca
warunek, ze musi onaprzechodzi¢ przez punkt (0; 0) uktadu wspotrzednych (Rys. 4.).
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Rys. 4. Z lewej punkty pomiarowe z ich standardowymi niepewnosciami i najlepiej dopasowang do nich prosta.
Jej przebieg przez punkt (O; 0) wynika z postawionego warunku.

Po prawej pokazano pare czerwonych prostych "ledwo dopasowanych". Pomiedzy nimi mieszczg sie nie tylko
wszystkie punkty ale takze stupki niepewnosci wiekszosci z nich.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Dwie warto$ci, @min ¢ @Gmax, Ograniczajg przedziat, w ktérym ,z pewnoscia” miesci si¢
prawdziwa wartos¢ wspotczynnika kierunkowego a. Nachylenie kazdej z tych prostych
wyznacza sie graficznie.

Nie ma jednak sposobu obiektywnego rozstrzygniecia, czy ktorakolwiek z tych prostych nie
powinna by¢ nieco mniejlub nieco bardziej nachylona.

Stowniczek
Niepewnos¢ pomiarowa

(ang. measurement uncertainty) wielkos¢ charakteryzujaca doktadnos¢ wykonanego
pomiaru, uwzgledniajaca ilosciowo rozne czynniki wptywajace na te dokladnosc.
Niepewnos¢ pomiarowa standardowa




(ang. uncertainty of measurement) zwana rOwniez niepewnoscia standardowg -
niepewnos¢ pomiaru wielkosci fizycznej, oznaczana symbolem u, zwigzana zar6wno
z rozrzutem wynikow (uzyskanych w serii niezaleznych pomiarow, dokonanych

w powtarzalnych warunkach), jak i z wlasciwo$ciami przyrzadu pomiarowego.
parametry zaleznosci liniowej

(ang. linear function parameters) takze parametry prostej. W reprezentacji funkcii
liniowej w postaci

yx)=a-z+b

e prametr ato wspolczynnik kierunkowy prostej; okresla jej nachylenie wzgledem osi
odcietych,
e parametr b to wyraz wolny prostej; okresla punkt jej przeciecia z osig rzednych.
Stupki niepewnosci

(ang.: error bars) - (zargonowa nazwa: stupki btedow) forma graficznego przedstawienia
standardowejniepewnosci pomiarowejw postaci odcinka. Stupek kreli si¢ tak, by
srodek znajdowat si¢ w punkcie pomiarowym, a dtugosc¢ kazdego z jego ramion
odpowiadata standardowej niepewnosci pomiarowe;j.



Grafika interaktywna

Dopasuj prosta do punktéow

Prosta jest najlepiej dopasowana do punktow pomiarowych, gdy suma kwadratow
odlegtosci ,wzdtuz osi rzednych” tych punktow od prostej jest najmniejsza

z mozliwych. Takie kryterium jest powszechnie przyjmowane przy opracowywaniu
wynikoOw pomiarow.

Oznaczmy te sume przez So.

Mamy prawo dopasowac prosta ,na oko”, bez korzystania z oprogramowania (np.
arkusza kalkulacyjnego) z zaimplementowanymi wzorami na wartosci parametrow

a oraz b, ktore zapewniajg takie wiasnie optymalne dopasowanie prostej do punktow.
Tak dopasowana prosta bedzie - najprawdopodobniej - inna niz ta optymalna. Jg takze
charakteryzuje suma odleglo$ci punktow - oznaczmy ja przez S. Suma ta bedzie

wieksza niz Sp, ewentualnie rowna Sy, to zrozumiate.
Przyjmijmy, ze miar¢e dopasowania prostej jest iloraz % i wyrazajmy go w procentach.

Polecenie 1

Wykorzystaj grafike i sprawdz, na ile doktadnie potrafisz dopasowac prostg do chmury
losowo utozonych punktéw. Mianem celnosci okresla sie tam wtasnie iloraz % Nie
zrazaj sie poczatkowymi niepowodzeniami - wyniki powyzej 90% sg naprawde trudne
do uzyskania i wymagaja niematej praktyki.

Przy okazji zwrd¢ uwage na trudnos¢, jaka sprawia koniecznos¢ operowania dwoma

parametrami.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DvgvrygXR

Polecenie 2

Namoéw kolezanke czy kolege do drobnej rywalizacji o to, kto w dziesieciu prébach
uzyska najwyzszg Srednig miare dopasowania.

Mozecie dodatkowo utrudnié sobie zadanie - ograniczcie czas na ustawianie prostej,

liczac od klikniecia ,Jeszcze raz”. Po tym czasie grajacy nie moze juz zmienia¢ wartosci

parametrow i tylko sprawdza swéj wynik.

Polecenie 3

Zapewne udato Ci sie odkry¢ druga mozliwosé, jaka daje grafika. Opisz, w kilku
punktach, te mozliwosci. Zastosuj konwencje, w ktérej przygotowujesz instrukcje
obstugi dla anonimowego uzytkownika tej grafiki.

Poréwnaj swoj opis z wzorcowym rozwigzaniem tego problemu.



https://zpe.gov.pl/a/DvqvryqXR

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @
Sprawdz sie

Cwiczenie 1 O
W przyktadzie 1. opisano dwa kryteria prowadzenia prostych ,ledwo dopasowanych”
do punktéw pomiarowych.

A A
y y
bmax
b ) ) b
bmin
X X

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Okredl, ktére z tych kryteriéw, dla prostych czerwonych czy dla prostych zielonych, jest
bardziej wymagajace (ostrzejsze). Uzasadniajac swoj wybor pordwnaj rozmiary

przedziatdw (bpiy ; bmax) Uzyskanych na podstawie tych kryteridw.




Cwiczenie 2 Q)
W zjawisku fotoelektrycznym maksymalne napiecie hamowania Uj, elektronéw wybitych
z fotokatody o ustalonej pracy wyjscia W jest liniowa funkcjg czestotliwosci v padajacego
Swiatta:

U,=a-v+b

Doswiadczalnie zmierzono napiecie hamowania dla kazdej z kilkunastu réznych
czestotliwosci Swiatta padajgcego na fotokatode. Uzupetnij poprawnie ponizszy tekst.

Gdy celem badania jest wyznaczenie wartosci W dla okreslonej fotokatody, to w podanej

............................

______________

iloraz h/e ’ ‘ W=e-b ’ ‘ W=h-a ’ ‘ Wyrazwolnya"Wyrazwolnyb’

wspotczynnik kierunkowy b ’ ‘ iloraz e/h ’ ‘ iloczyn e*h ’ ‘ W=e-a ’

wspotczynnik kierunkowy a ’ ‘ W=h-b ’

Cwiczenie 3 O
W poprzednim zadaniu opisano pewne podejscie do opracowania wyniku
eksperymentu. Zastrzezono jednak, ze jest ono stosowalne przy narzuceniu
specyficznego celu prowadzonym pomiarom. Podaj przyktad innego celu tego samego
eksperymentu, w ktéorym to postepowanie nie bytoby uzasadnione. Zapisz podany
przyktad, wraz z krétkim uzasadnieniem réznicy, w przygotowanym polu i poréwnaj

Z wzorcowym wyjasnieniem.

Wspdlna tres¢ do ¢wiczen 4-8

W pracowni fizycznej znaleziono stary, zakurzony opornik, ktérego wartos¢ nominalna
nie dawala si¢ w pelni odczytac. Byla trzycyfrowa, wyrazala sie w omach, a ostatnia
cyfra byla zerem.

Problem: Jakie mogly by¢ dwie pierwsze cyfry?



By to ustali¢, zbadano charakterystyke napieciowo-pradowa tego opornika -
przeczytaj o tym w e-materiale ,Jak doSwiadczalnie wyznaczy¢ charakterystyke
pradowo napieciowa elementu obwodu?”.

Wykonano pomiar zaleznosci natezenia pradu I ptynacego przez opornik od
przytozonego don napiecia U. Wartosci obu tych zmiennych mierzono szkolnymi
multimetrami, ktorych dokladnos¢ byta uzalezniona zaro6wno od nastawionego
zakresu, jak i od mierzonej wartosci.

Na wykresie przedstawiono wyniki pomiaru z ledwie czytelnymi stupkami
niepewnosci pomiarowej. Prosta dopasowana zostata metoda najmniejszych

kwadratow, z wymuszonym przejsciem przez punkt (0; 0).
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Charakterystyka napi¢ciowo-pradowa opornika z najlepiej dopasowang prosta poprowadzong przez

punkt (0; 0).
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.



Cwiczenie 4 @]
Wskaz najbardziej trafne i ogdlne uzasadnienie dla wymuszenia przejscia prostej przez
punkt (O; 0).

O Charakterystyka napieciowo-pragdowa dowolnego elementu obwodu musi
przechodzi¢ przez punkt (O; 0).

Na poczatku pomiaréw zbadano zapewne zmontowany obwéd przed wigczeniem
() zasilacza do sieci. Oba mierniki wskazywaty zero, nawet na najczulszych
zakresach.

Prawo Ohma przewiduje, ze dla liniowych elementéw obwodu natezenie pradu
() jest proporcjonalne do przytozonego napiecia. Opornik, cho¢ stary, pozostaje
liniowym elementem obwodu.

Takie wymuszenie przejscia przez punkt (0; 0) nie ma formalnej podbudowy. Jest
() stosowane, by uwiarygodni¢ oszacowanie skrajnych dopuszczalnych wartosci
nachylenia prostej, bez uwzgledniania zmian wyrazu wolnego.

Ciag dalszy tresci do ¢wiczen 5-8

Wykres uzupeliono dwiema prostymi - czerwong o nachyleniu a4 oraz niebieskg
o nachyleniu a,. Proste dobrano w taki sposéb, by zapewni¢ objecie nimi obszaru,
wewnatrz ktorego mieszczg si¢ wszystkie punkty pomiarowe oraz standardowe
niepewnosci wiekszo$ci z nich. Odczytano rzedne trzech przerywanych linii

pomocniczych: czerwonej 146 mA, zielonej 161 mA oraz niebieskiej 175 mA.
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Charakterystyka napigeciowo-pradowa opornika uzupetniona dwiema prostymi "ledwo

dopasowanymi".
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Cwiczenie 5 ¢
Oblicz na tej podstawie nachylenia aq oraz ag. Wskaz wtasciwy wynik zaokraglony do
minimalnej liczby cyfr znaczacych, ktéra pozwoli rozstrzygnac postawiony problem.

aa= 5840 [)|/ 584 ()]/58 )|/ 6| man [/ v/mA ()] mav (]].
ag=| 7000 (] |/ 700 (J|/70 D]/ 70| vea || wa D]/ a )]/

a0]

Cwiczenie 6 @]
Oblicz wartosci trzech oporéw odpowiadajacych, kolejno, prostej niebieskiej, zielonej

i czerwonej. Wpisz wyniki zaokrgglone do minimalnej liczby cyfr znaczacych, ktéra pozwoli
rozstrzygnac postawiony problem.




Cwiczenie 7
Rozstrzygnij postawiony problem - jakie dwie cyfry na oporniku byty nie do
odczytania?

Cwiczenie 8

Wskaz najbardziej trafny zapis wyniku catego eksperymentu.

R € {140 Q; 150 Q; 160 Q; 170 Q}

R=1550Q+150Q

o O O O

Re<140Q; 170 Q >



Dla nauczyciela

Konspekt (scenariusz) lekcji

Imie

i nazwisko
autora:
Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa
docelowa:

Podstawa
programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Agata Fronczak
Wtlodzimierz Natorf

Fizyka
Jak dokladnie mozna zmierzy¢ liczbe n?

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogo6lne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw i zaleznosci
fizycznych.

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwacji oraz doswiadczen

i wnioskowanie na podstawie ich wynikow.

Zakres podstawowy
TreSci nauczania - wymagania szczegolowe
[. Wymagania przekrojowe. Uczen:

9) dopasowuje prosta do danych przedstawionych w postaci wykresu;

interpretuje nachylenie tej prosteji punkty przeci¢cia z osiami.

ZaKkres rozszerzony
TreSci nauczania - wymagania szczegoélowe
[. Wymagania przekrojowe. Uczen:

9) dopasowuje prosta do danych przedstawionych w postaci wykresu

interpretuje nachylenie tej prosteji punkty przeciecia z osiami.

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk
przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencije cyfrowe,

« kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci
uczenia si¢.



Uczen:

1. wie, co to znaczy dopasowac prostg, zarOwno w sensie
graficznym, jak i rachunkowym;

2. zna i rozumie kryterium dopasowania prostej poprzez szukanie
minimalnej wartosci jej odlegtosci od punktow pomiarowych;

Cele _ 3. zna zasade¢ najmniejszych kwadratow, tj. poszukiwania

operacyjne: najmniejszej wartosci sumy kwadratow odlegtosci od proste;j;

4. zna wzory umozliwiajgce wyznaczenie parametrow prostej oraz
ich niepewnosSci w ramach metody najmniejszych kwadratow;

5. potrafi dopasowac prosta do punktow pomiarowych na wykresie
i na tej podstawie wyznaczy¢ parametry dopasowaniaiich
niepewnosci.

Strategie

g ) nauczanie przez dociekanie IBSE
nauczania:

Metody . . e .

. pomiary uczniowskie i ich interpretacja

nauczania:

Formy zaje¢: praca w dwuosobowych grupach i catego zespotu klasowego
komputer z rzutnikiem i oprogramowaniem typu arkusz
kalkulacyjny;globus szkolny; obiekty o symetrii sferycznejlub walcowej

Srodki o roznych Srednicach, co najmniejdo 20-30 cm (np. pitki, piteczki,

rodki

dvdakt odwazniki, szklanki, garnki, tarcze, itp.), }acznie po dwie-trzy sztuki

aktyczne:

y y na dwuosobowa grupe uczniowsks; centymetry krawieckie (np.
udostepniane w marketach budowlanych papierowe taSmy
miernicze), co najmniej jedna sztuka na grupe

Materiaty L :

) niniejszy e-materiat

pomocnicze:

PRZEBIEG LEKCIJI

Faza wprowadzajaca:

Wprowadzenie wedtug treSci zawartej w czesci ,,Czy to nie ciekawe?, takze na
podstawie wiasnej wiedzy nauczyciela, o historii liczby . Nauczyciel przedstawia,

z punktu widzenia archetypowego ,starozytnego inzyniera’, problem zwigzany

z mozliwe doktadng znajomoS$cig wartosci liczby m.

Uczniowie proponuja sposoby pomiaru tej wartosci. Nauczyciel wskazuje ograniczenia
metody polegajacejna pomiarze Srednicy i obwodu tylko jednego obiektu: ,starozytny
inzynier” nie miat gwarancji, ze stosunek ten jest staty i czy nie zmienia sie,
przyktadowo, wraz ze wzrostem Srednicy. Jako przyktad takiej mozliwosci nauczyciel
podaje stosunek pola powierzchni wycinka sfery do promienia tego wycinka,
mierzonego ,po sferze”. Demonstruje takg sytuacje za pomocg globusa.



Faza realizacyjna:

Uczniowie mierzg, w dwuosobowych grupach, $srednice i obwod dwoch-trzech
obiektow. Nauczyciel zwraca uwage, ze bardzo istotna w tym doswiadczeniu jest
uczciwosc¢: obie wielkosci powinny pochodzi¢ z pomiaru, a nie Srednica z pomiaru

a obwod z przemnozenia wyniku przez znang wartos¢ .

Wyniki pomiaréw nauczyciel wprowadza sukcesywnie do arkusza kalkulacyjnego.
Uczniowie komentujg utozenie punktow na wykresie. Wnioskiem z krotkiej dyskusiji
powinno by¢ stwierdzenie, ze punkty ukladajg si¢ na linii prostej, przechodzacejprzez
punkt (0; 0).

Nauczyciel uruchamia multimedium i proponuje dwom-trzem uczniom intuicyjne
dopasowanie prostejdo uktadu punktoéw. Uczniowie powinni zgodzic¢ sie, ze trafienie tg
metoda w bezposrednie sgsiedztwo prostej najlepiej dopasowanejjest bardzo trudne.
Nauczyciel nanosi na wykres z arkusza lini¢ prostg, wychodzaca z punktu (0; 0).
Uczniowie ustalajg, czy mozna te prosta uznac¢ za najlepiej dopasowang. Nauczyciel
koryguje nachylenie prostej, az do uznania przez klase, ze jest ono optymalne.

W podobnej procedurze jak poprzednio, uczniowie ustalaja dwie proste ,skrajne”, takze
przechodzace przez (0; 0). Jedna winna mie¢ nachylenie minimalne, druga
maksymalne, dopuszczalne uloZeniem punktow pomiarowych.

Uczniowie obliczajg wspotczynniki kierunkowe trzech prostych.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel zwraca uwage, ze intuicyjne prowadzenie prostej ,najlepiej dopasowanej”
odbywa sie zgodnie z jednoznacznym kryterium: minimalizacja sumy kwadratow
odleglosci - liczonych wzdtuz rzednej - poszczegolnych punktow od prostej. Cho¢
ocena spetnienia tego kryterium ma charakter jakosciowy, to tak uzyskane nachylenie
prostej ,najlepiej dopasowanej’ moze by¢ uznane za przyblizenie wartosci liczbowej .
Nauczyciel przeciwstawia temu ,skrajne” warto$ci nachylenia. Ich uzyskanie nie polega
na spetnieniu jakiegokolwiek kryterium o charakterze statystycznym - jest czysto
uznaniowe. Nauczyciel podkresla, ze nachylenia te nie wyznaczajg przedzialu
niepewnosci pomiarowej. Pokazujg jedynie zakres, w ktorym na pewno powinna sie
zmie$ci¢ mierzona wartosc.

Praca domowa:



Nauczyciel udostepnia wszystkim uczniom wyniki pomiarow.

Uczniowie, w tych samych grupach, co w klasie, rozwazajg celowo$¢ naniesienia na
punkty pomiarowe odcinkow standardowych niepewnosci pomiaru Srednicy i obwodu,
wynikajgce z rozdzielczoSci uzytych miarek. Nanoszg te niepewnosci pod warunkiem,
ze sg one czytelne. Ponownie probujg ustali¢ przebieg dwoch prostych ,skrajnych”,
stosujac procedure z lekcji, ale z uwzglednieniem tych odcinkow. Obliczaja nachylenia
tych prostych.

Na nastepnejlekcji uczniowie porownuja otrzymane wyniki, oddzielnie dla nachylenia
kazdejz dwoch prostych i komentuja rozrzut.

Wskazowki

metodyczne

opisujace Multimedium moze stuzy¢ uczniom jako ¢wiczenie umiejetnosci
rozne intuicyjnego okreslania przebiegu prostej najlepiej dopasowanej do

zastosowania dowolnego zestawu punktéw pomiarowych.
danego
multimedium:



