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Wykres i wtasnosci funkcji kwadratowej y = a(x — 10)2
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Zrodto: Daniel Jerez, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Z wykresem funkcji kwadratowej spotykamy sie czesto w zyciu codziennym. Na przyktad
w architekturze, obiekt architektoniczny w Saint Luis w USA, zwany Gateway Arch, ma
ksztalt 192 - metrowej paraboli. W materiale omowimy przeksztatcenie wykresu funkcii
kwadratowejwzdtuz osi X uktadu wspotrzednych. Oprocz wykresu, do odczytywania

i wyznaczania wlasnosci funkcji kwadratowej po przesunieciu jej wykresu, mozemy
wykorzysta¢ takze wzor funkcij.

Twoje cele

o Okreélisz roznice pomiedzy wykresami funkcji zadanych wzorami y = ax? oraz

2
y=a(z—p)".
« Wyznaczysz wzor funkcji y = a(x — p)? na podstawie informacii o jej wykresie.
o Okreslisz wlasnoéci funkcji okreslonej wzorem y = a(z — p)® na podstawie wzoru

oraz wykresu.




Przeczytaj

Definicja: funkcja kwadratowa

Funkcje okreslong na zbiorze R wzorem f(z) = ax?® + bz + ¢, gdzie a, b, c € R oraz
a # 0 nazywamy funkcja kwadratows.

Zajmiemy sie wykresem oraz wlasnosciami funkcji kwadratowej, gdy jest okreslona za
pomocg wzoru f(z) = a(x — p)°, gdzie a,p € R oraz a # 0.

Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabola. W paraboli mozemy wyroznic
wierzchotek oraz ramiona.

Okreglimy whasnosci funkcji kwadratowej okreslonejwzorem f(z) = a(z — p)?, gdzie
a,p € Roraza # 0, jezeli:

e a> 0,
e a<0.

Wiasnosci funkcji kwadratowej okreslonej wzorem
f(z) =a(z — p)2, gdziea,p € R,dlaa > 0

Naszkicujemy wykresy funkcji kwadratowych okreslonych wzorami f(z) = z? oraz

g(z) = (z — 2)°.

W tym celu, w tabelach przedstawimy warto$ci tych funkciji dla kilku argumentow.

T —2 —1 0 1 2
f(z) 4 1 0 1 4
T 0 1 2 3 4
9(x) 4 1 0 1 4

Wykresy tych funkcji naszkicujemy w jednym uktadzie wspoirzednych.
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Na podstawie wykresow funkcji f i g okreslimy wiasnosci tych funkcii:

WiasnoS$ci funkcji f

dziedzina: z € R
zbior wartosci: y € (0, 00)

funkcja jest malejagca w przedziale
(—OO, 0>

funkcja jest rosnaca w przedziale (0, o)
funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg
rowng0dlaz =0

Wiasno$ci wykresu funkcji f
ramiona paraboli sg skierowane do gory
o$ symetrii: z = 0

wierzchotek: (0, 0)

Wlasnosci funkcji g

dziedzina: z € R

zbior wartosci: y € (0, c0)
funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, 2)

funkcja jest rosnaca w przedziale (2, o)
funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg
rowng0dlaz =2

Wlasnosci wykresu funkcji g
ramiona paraboli sg skierowane do gory
oS symetrii: ¢ = 2

wierzchotek: (2, 0)

Niezaleznie od wyboru wartoSci wspotczynnika a, gdy a > 0, dla funkcji kwadratowych
okreslonych wzorami f(z) = az? oraz g(z) = a(x — p)* zachodza nastepujace wilasnosci:

Wiasnosci funkcji f

dziedzina:z € R
zbior wartosci: y € (0, 0o)

funkcja jest malejaca w przedziale
(—OO, 0>

Wlasnosci funkcji g

dziedzina:z € R
zbior wartosci: y € (0, 0o)

funkcja jest malejaca w przedziale
(—OO, p>



Wiasnosci funkgji f
funkcja jest rosnaca w przedziale (0, co)
funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg
rowng0dlaz =0
Wiasno$ci wykresu funkgji f
ramiona paraboli sg skierowane do gory
o$ symetrii: z = 0

wierzchotek: (0, 0)

Wlasnosci funkcji g

funkcja jest rosnaca w przedziale (p, 00)
funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg
rowng0dlaz =p

Wlasnosci wykresu funkcji g
ramiona paraboli sg skierowane do gory
oS symetrii: £ = p

wierzchotek: (p, 0)

Witasnosci funkcji kwadratowej okreslonej wzorem
f(z) = a(z — p)® gdziea,p € R,dlaa < 0

Naszkicujemy wykresy funkcji kwadratowych okreslonych wzorami f(z) = —x? oraz

g(z) = —(z+1)°

W tym celu, w tabelach przedstawimy wartosci tych funkciji dla kilku argumentow.

Argumenty i wlasnoSci funkgji f

0 1 2
0 —1 —4

Argumenty i wlasnoS$ci funkcji g

T —2 —1
f(z) —4 -1
T -3 —2

g(z) | —4 ~1

-1 0 1

—1 —4

Wykresy tych funkcji przedstawimy w jednym uktadzie wspotrzednych.
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Na podstawie wykresow funkcji f i g okreslimy wiasnosci tych funkcii:

Wiasnos$ci funkcji f

dziedzina: z € R
zbior wartosci: y € (—oo, 0)

funkcja jest rosngca w przedziale
(—OO, 0>

funkcja jest malejaca w przedziale (0, o)
funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza
rowng0dlaz =0

Wiasno$ci wykresu funkcji f
ramiona paraboli sg skierowane do dotu
o$ symetrii: z = 0

wierzchotek: (0, 0)

Wlasnosci funkcji g

dziedzina:z € R
zbior wartosci: y € (—oo, 0)
funkcja jest rosngca w przedziale
(~o00, 1)
funkcja jest malejaca w przedziale (—1, co)
funkcja przyjmuje wartos¢ najwiekszg
rowng0Odlaz = -1
Wlasnosci wykresu funkcji g
ramiona paraboli sg skierowane do dotu
o$ symetrii: z = —1

wierzchotek: (—1,0)

Niezaleznie od wyboru wartoSci wspoétczynnika a, gdy a < 0, dla funkcji kwadratowych

okreslonych wzorami f(z) = az? oraz g(z) = a(x — p)* zachodza nastepujace wilasnosci:

Wiasnosci funkcji f

dziedzina: x € R

zbior wartosci: y € (—o0,0)

funkcja jest rosngca w przedziale (—oo, 0)

funkcja jest malejaca w przedziale (0, co)

Wlasnosci funkcji g

dziedzina:z € R
zbior wartosci: y € (—o0,0)
funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo, p)

funkcja jest malejaca w przedziale (p, co)



Wiasnosci funkgji f Wlasnosci funkcji g

funkcja przyjmuje wartos¢ najwicksza funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza
rowng0dlaz =0 rowng0dlaz =p
Wiasno$ci wykresu funkcji f Wlasnosci wykresu funkcji g
ramiona paraboli sg skierowane do dotu ramiona paraboli sg skierowane do dotu
o$ symetrii: z = 0 oS symetrii: £ = p
wierzchotek: (0, 0) wierzchotek: (p, 0)
Whiosek:

Jezeli w wyniku przeksztatcenia funkcji f okreslonejwzorem f(z) = ax? otrzymamy
funkcje g okreslona wzorem g(z) = a(z — p)?, gdzie a, p € R oraz a # 0, to dla funkcji g
otrzymujemy:

» inne wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii,

 inng oS symetrii wykresu funkci,

 inne przedzialty monotonicznosci funkciji,

 inny argument, dla ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza lub najwigksza.

W celu otrzymania wykresu funkcji kwadratowej g okreslonej wzorem g(z) = a(z — p)?
z wykresu funkcji kwadratowej f okre$lonejwzorem f(z) = ax? wystarczy wykres funkcji f
przesung¢ o wektor o wspotrzednych [p, 0].

Przyktad 1
Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = 2(z + 4)%. Wyznaczymy:
a) o$ symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji f,

b) przedzialy monotonicznosci funkciji f.

Rozwigzanie:
a) Ze wzoru funkcji f mozemy odczytac, ze p = —4, zatem osig symetrii paraboli, ktéra
jest wykresem tej funkcii, jest prosta o réwnaniu z = —4.

b) Poniewaz a = 2, zatem ramiona paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f, sa skierowane
do gory.

Zatem funkcja f jest:

« malejaca w przedziale (—oo, —4),

 rosngca w przedziale (—4, 00).



Majac dany wykres funkcji kwadratowej, mozemy wyznaczyc¢ jej wzor.
Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f okres$lonej wzorem
F(z) = a(z — p)°. Wyznaczymy wzor tej funkcii.

Y
1
|
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
-1
-2
=3

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze prosta o rownaniu z = 4 jest osia symetrii paraboli, bedgcejwykresem
funkciji f, zatemp = 4.

Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci f(z) = a(z — 4)°.
Z wykresu funkcji f odczytujemy, ze nalezy do niego punkt o wspotrzednych (3, —3).

Zatem do wyznaczenia warto$ci wspotczynnika a rozwigzujemy rownanie:

—3=a-(3—4)° wieca = —3.

Wzor funkcji f przedstawionejna rysunku jest postaci f(z) = —3(z — 4)°.

Jezeli mamy dane wspotrzedne punktu, ktory nalezy do wykresu funkcji kwadratowej oraz
przedzialy monotonicznosci lub rownanie osi symetrii jej wykresu, wowczas mozemy
wyznaczy¢ wzor tej funkciji.

Przyktad 3

Do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = a(z — p)® nalezy punkt
o wspotrzednych (1, —3). Wyznaczymy wzor tej funkciji, jezeli wiemy, ze funkcja f jest
malejaca w przedziale (—2,00).

Rozwiazanie:




Poniewaz funkcja f jest malejgca w przedziale (—2, 00), zatem p = —2.
W zwiazku z tym, wzor funkeji f zapisujemy w postaci f(z) = a(z + 2)°.

Poniewaz punkt o wspotrzednych (1, —3) nalezy do wykresu funkcji f, zatem do
wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie:

—3=a-(1+2)%

o=

Zatema = —
Wzor funkcji f zapisujemy w postaci f(z) = —+(z + 2)%.

Przyktad 4

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = 322 — 3z + 5.
Wyznaczymy:

a) rownanie osi symetrii wykresu funkciji f,

b) wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii,

c¢) przedzialy monotonicznosci funkcji f.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:
f)=322-3z+ 3 =1(22-62+9)=1(z—3)"

a) Ze wzoru funkcji f mozemy odczytac, ze p = 3, zatem osig symetrii paraboli, ktora jest
wykresem tej funkciji jest prosta o rownaniu x = 3.

b) Wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f ma wspotrzedne (3, 0).

c) Poniewaz a = %, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji f s skierowane
do gory.

Funkcja f jest:

« malejgca w przedziale (—o0, 3),
 rosngca w przedziale (3, co).

Przyktad 5

Wiadomo, ze wykres funkcji kwadratowej g okres$lonej wzorem g(z) = f(z — 1)
otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji kwadratowej f o wektor



U = [m2 —m, 0} , gdzie m € R. Wyznaczymy warto$¢ parametru m.
Rozwigzanie:

Poniewaz g(z) = f(x — 1), zatem wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie

wykresu funkcji f o wektor U= [1,0].

Dwa wektory sa rowne, jezeli majg ten sam kierunek, zwrot i warto$¢ zatem do
wyznaczenia warto$ci parametru m rozwigzujemy rownanie:

m2—m=1

m?—m—1=0

1-5
mq = 5

145
me = —5

1-V5 145
Wobectegome{ 5 ,+2 }

Stownik
funkcja kwadratowa
funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = ax? 4+ bx + ¢, gdziea, b, c €R,a #0

parabola

wykres funkcji kwadratowe;



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z informacjami przedstawionymi w symulacji interaktywnej, a nastepnie wykonaj

ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXJIRQUNQ
Polecenie 2

Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f, wspotrzedne wierzchotka i réwnanie osi
symetrii paraboli, bedacej wykresem tej funkciji:

a) f(z) = 3(z + 5)°

b) f(z) = —2(x — 4)?



https://zpe.gov.pl/a/DXJlRQUNQ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Osia symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = 3(z — 1) jest
prosta o rownaniu:

O z=0
O z=-1

O z=1




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
2
flz) = —5(z +3)".

Y
1
»
1 2 33X
S
Wskaz wszystkie zdania prawdziwe.
[ ] Funkcja f jest malejaca w przedziale (—3, 00).
(] Funkcja f przyjmuje tylko wartosci ujemne.
(] Osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkgji f jest prosta o réwnaniu z = —3.

(] Wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji f ma wspétrzedne (0, —3).



Cwiczenie 3 @

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Wiasnosci funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem

Flz) = 3(z — 2)*

Funkcja f jest malejaca
w przedziale (—oo, 2).

Osig symetrii wykresu funkcji f

jest prosta o réwnaniu x = —2.
Witasnosci funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem Wierzchotek paraboli, ktéra jest
2
flz) = =3(z+2)~ wykresem funkcji f ma

wspdtrzedne (—2,0).

Funkcja f jest rosnaca
w przedziale (—o0, 2).

Wierzchotek paraboli, ktora jest
wykresem funkcji f ma
wspotrzedne (2, 0).

Osig symetrii wykresu funkcji f
jest prosta o réwnaniu x = 2

Cwiczenie 4
Potacz w pary wzér funkcji f z jedng wtasnoscig wykresu funkcji, okreslonej za pomoca tego
wzoru.

funkcja f jest malejaca w przedziale

f(z) = (z — 3)* (—3,00)

funkcja f jest malejaca w przedziale
(—OO, 3>

funkcja f jest rosnaca w przedziale

f(z) = —(z - 3)° (—o0, 3)

funkcja f jest rosnaca w przedziale

f(@) = —(z +3)° (—3, 00)

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji ma wspotrzedne ( , 0).

w przedziale (—oo, )
1
-3 (2] (=11
Cwiczenie 7 @
Dana jest funkcja kwadratowa okreslona wzorem f(z) = —2(z + 2)%. Uzupetnij tekst

odpowiednimi liczbami.

Osig symetrii paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji jest prosta o réwnaniu x =

Punkt o wspodtrzednych (‘ H ’) jest wierzchotkiem paraboli,

ktora jest wykresem tej funkciji.

Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspoétrzednych (‘ ’,—2).

Cwiczenie 8 O

Do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = a(z — p)® nalezy punkt
0 wspotrzednych (3, 2), a prosta x = 4 jest osig symetrii wykresu tej funkcji.

Wyznacz:
a) wzoér funkgji f,

b) przedziaty monotonicznosci funkcji f.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasnoéci funkcji kwadratowej y = a(z — p)°

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

o okresla roznice pomiedzy wykresami funkcji zadanych wzorami y = ax? oraz

y = a(z — p)’,

« wyznacza wzor funkcji y = a(z — p)® na podstawie informacii o jej wykresie,

« wymienia wlasnosci funkcji okreslonej wzorem y = a(x — p)? na podstawie wzoru oraz
wykresu,

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e liga zadaniowa;



e burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: ,Wykres i wiasnosci
funkcji kwadratowejy = a(x — p)2” i jej cele. Moze postuzyc sie wySwietlong na tablicy
zawartoscia sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z materialem w sekcji ,Symulacja interaktywna”, a nastepnie
wykonujg zawarte w tej czesSci polecenia.

3. W kolejnym kroku uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

5. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienia rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji

~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

e Przesunig¢cie wykresu jednomianu kwadratowego wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

Wskazowki metodyczne:

» ,Symulacje interaktywng” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy do omawianego tematu.

» ,Symulacje interaktywng” mozna zastosowac do okreslania potozenia paraboli, bedacej
wykresem funkcji kwadratowejw prostokatnym uktadzie wspotrzednych.
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