Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu

Funkcja wyktadnicza. Okreslenie logarytmu. Animacja: okreslenie logarytmu na wykresie
funkcji wyktadniczej. Animacja: definicja logarytmu. Logarytm dziesietny. Zapisywanie liczb
bez uzycia logarytmu.

Zapisywanie liczb bez uzycia logarytmu. Wykorzystywanie definicji logarytmu przy
rozwigzywaniu rownan.

Obliczanie i zapisywanie liczb bez uzycia logarytmu. Logarytmy z zmienng x w liczbie
logarytmowanej. Zasob zawiera interaktywne zadania.

Obliczanie i zapisywanie liczb bez uzycia logarytmu. Logarytmy ze zmienng x w liczbie
logarytmowane;j. Zasob zawiera zadania, w tym cze$¢ zadan jest interaktywna.

Wyznaczanie liczb, dla ktorych jest okreslone wyrazenie z logarytmem. Wyznaczanie liczb
dla ktorych wyrazenie z logarytmem ma okreslong warto$¢. Zadania na dowodzenie. Zasob
zawiera zadania z mozliwoscig sprawdzenia rozwigzan.



Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu

Pojecie logarytmu

Rozpatrzmy funkcje wykladnicza f(z) = a”, gdzie a jest ustalong dodatnig liczbg
rzeczywista, rozna od 1.

Jak wiemy, funkcja f jest okreslona dla kazdejliczby rzeczywistej x, a zbiorem wartos$ci tej
funkciji jest przedziat (0, 4 oo). Ponadto dla ustalonej dodatniej warto$ci y istnieje
dokladnie jeden argument z, taki ze a* = y.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RdIILGp8gmFUk

Definicja logarytmu_atrapa_animacja_wprowadzenie do logarytmow_1891
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia wykres funkcji rosngcej f(x) =2 po potegi x lezgcej w pierwszej
i drugiej ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Zaznaczono zaleznosci: 2 do potegi x =4 gdy x =2

Przyktad 1

Korzystajgc z wlasnosci funkcji wykladniczej, wyznaczymy, o ile istniejg, wszystkie
argumenty, dla ktorych

1. funkcja wyktadnicza f(x) = 2* przyjmuje warto$¢ 32
2. funkcja wykladnicza f(x) = 3% przyjmuje warto$¢ +,
3. funkcja wyktadnicza f(z) = 4° przyjmu]e warto$¢ —16,
4. funkcja wykladnicza f(x) = (g) przyjmuje wartosc 5,
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5. funkcja wyktadnicza f(z) = (%)m przyjmuje wartos¢ 1.

Rozwigzanie.

1. Poniewaz 25 = 32, wiec 2% = 32 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 5.
2. Poniewaz 372 = %, wiec 3% = % wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = —2.
3. Funkcja wykladnicza f(x) = 4% przyjmuje wytacznie wartosci dodatnie, zatem nie
istnieje taki argument x, dla ktorego 4 = —16.
1

4. Poniewaz. (g)_1 = 5, wiec (1)° = 5 wtedy i tylko wtedy, gdy z = —1.

5. Poniewaz (1)0 = 1, wiec (%)m = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0.

1
Przyktad 2

Argument z, dla ktorego funkcja wyktadnicza f(z) = 2% przyjmuje wartos¢ 9, jest
rozwigzaniem réwnania 2% = 9. Z wykresu funkcji f odczytujemy, ze x jest liczba
z przedziatu (3, 4).

Argument ten oznaczamy symbolicznie

z = log,9,

a zapis log, 9 czytamy ,logarytm przy podstawie dwa liczby dziewig¢” lub krécej
»logarytm przy podstawie dwa z dziewieciu”

Zauwazmy, ze z przyjetej umowy wynika rownos¢

2log29 —9.

Uwaga. Liczba log,9 nie jest wymierna. GdybySmy zatozyli przeciwnie, ze istniejg takie
dodatnie liczby catkowite pi g, dla ktorych prawdziwa jest rownosc

log,9 = %, to prawda byloby rowniez, ze 27 = 9, stad 2P = 97, Otrzymana rownos¢ jest
sprzeczna, bo jejlewa strona jest liczbg parzysta (jako iloczyn p dwojek), a prawa strona
jest liczba nieparzysta (jako iloczyn g dziewigtek).

Wezmy dodatnig liczbe rzeczywistg a, r6zng od 1. Przyjmujemy, ze argument b, dla
ktorego funkcja wyktadnicza f(x) = a® przyjmuje wartos¢ ¢, to

b =log,c.

Poniewaz funkcja wykladnicza f przyjmuje wylacznie warto$ci dodatnie, to logarytm
okreslamy tylko dla dodatniejliczby c.
Definicja: Logarytm



Logarytmem log, ¢ dodatniejliczby ¢ przy dodatnieji réznejod 1 podstawie a nazywamy
wykladnik b potegi, do ktorejnalezy podniesc¢ a, aby otrzymac c.

log, ¢ = bwtedy i tylko wtedy, gdy a® = c.
Zapamietaj!

Z definicji wynika
log, a® = coraz a%:¢ = ¢
Liczbe ¢ w zapisie log,c nazywamy liczba logarytmowana.

Logarytm log;, £ mozna tez zapisac jako log z. Taki logarytm nazywamy logarytmem

dziesietnym.

vy Funkcja wyktadnicza f(x)=a* gdzie a>0 oraz a1

[y
=
=

3 T przyjmuje ustalona dodatnig wartoscy
dla argumentu x=logay.

b
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il DEFINICJA LOGARYTMU
Logarytmem dodatniej liczby «
przy dodatniej i roznej od 1 podstawie a
nazywamy wykladnik b potegi,
do ktorej nalezy podniesc a,
aby otrzymac c:
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| X logac=b wtedyi tylko wtedy, gdy ab=c.
01 2 3 456 7 Rownowaznie mozemy zapisac:
x=log.y

alogai. =r.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RBnchan3DdziN

Definicja logarytmu_6055_logarytm_definicja
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia funkcje wyktadnicza f(x) =2 do potegi x. Korzystajac z wykresu tej
funkcji mozemy wyznaczy¢ argumenty, dla ktorych wartos¢ funkciji jest rowna: 2 do potegi
x =2 gdy x =1

Przyktad 3
Kazda z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.

1. 10g24
2. log,81
3.1og 1000000
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4, 10g1231
5. 10g1717

Bezpos$rednio z definicji logarytmu wynika, ze log, a® = c. Korzystajac z tego
spostrzezenia, mamy:

1. logy4 = log,2% = 2,
2.1ogy81 = log;3* = 4,
3.10og 1000000 = log 10° = 6,
4.1log1931 = log3123° = 0,
5.log;17 = logy,17! = 1.

Zauwazmy, ze dla kazdejdodatnieji roznejod 1 liczby rzeczywisteja
log,1 = log,a’ = 0
oraz

log,a = log,a* = 1.
Przyktad 4
Uzasadnimy, ze kazda z podanych liczb jest ujemng liczba catkowita.

L. logﬁ%

2. log2%

3. log3%
4.logs0,2
5.1og 0,00001

Rozwigzanie.
1. Poniewaz + = 6!, wiec logg+ = logg6! = —1.
’ 6 ? 66 6
2. Poniewaz % = % =273 wiec logz% = log22_3 = -3.
L

3.Poniewaz 3 = 5r = 372 wiec logg 5 = logg3™2 = —2.
4. Poniewaz 0,2 = % =51 wieclogs0,2 = logsh~! = —1.
5. Poniewaz 0,00001 = 15ro0s = 157 = 107, wiec log 0,00001 = log 10° = —5.

100 000
Przyktad 5
Zapiszemy liczby bez uzycia logarytmu.

1
1. log% 19

2. log% >



3.logs %
5

4, log% 0,16
Rozwigzanie.
1. Poniewaz 4—19 — (%){wi@c log% % — log% (%)2 —9
2 Poniewai & — (2)", wigc log, & —logs (3)° =3
§=logs (5) =1

\V]

3. Poniewaz (%)71 — 1 wiec logs
6 —

’ 4
o - = (2 )2 , wiec log% 0,16 = log% (%)72 — _9

~— vl

I
—~
| o

4. Poniewaz 0,1
Przyktad 6

100 — 25 —

Kazda z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.

1. log, V2
2.log V10
3.logg 3
4.logg 2

Rozwigzanie.

1. Poniewaz v/2 = 2%, wiec log, V2 = log, 27 = %
2. Poniewaz v/10 = 10%, wiec log v/10 = log 107 =
3. Poniewaz 9 = 32, wiec 3 = 9%, co oznacza, ze logg 3 = logy 93 =
4. Poniewaz 2% = 8, wiec 2 = 8§, co oznacza, ze logg 2 = logg 83

o=

L
3

W[ | =

Wiasnosci logarytmu
Przyktad 7

Rozwigzemy rownanie

1.3 =5
2.2" = %
3.7 =1
4.10° = 2

Korzystamy z definicji logarytmu.

1. Argument, dla ktérego funkcja wyktadnicza f(z) = 3* przyjmuje warto$¢ 5, to

x = logsb.
2. Argument, dla ktorego funkcja wykladnicza f(z) = 2° przyjmuje warto$¢ -, to

_ 9
z = logy+7-




3. Argument, dla ktorego funkcja wyktadnicza f(z) = 7* przyjmuje wartos¢ 1, to
x = log7%.
4. Argument, dla ktérego funkcja wyktadnicza f(z) = 10% przyjmuje wartos¢ 2, to
x = log 2.
Przyktad 8

Kazdg z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.

1. 2loe:3
2. 7log711

3. 1000182

i (1)

W definicji logarytmu zapisaliSmy, ze dla dodatniejliczby c przy dodatnieji roznejod 1
podstawie a prawdziwa jest rowno$¢ a'°% ¢ = c. Wobec tego

1. 2083 = 3

2. Tloerll = 11

3.1000%82 = (10%)'°%? = 103182 — (10%82)® — 23 — g

4. (%)10&;6 _ (571)10&;6 _ 5-logs6 _ (5log56)_1 s %
Przyktad 9

Wyznaczymy wszystkie liczby z, dla ktorych okreslone jest wyrazenie

1. logg(z — 5)
2.log,(2z + 7)
3.1og1 (3z — z?)

2242
r—2

4.log

Logarytm, ktorego podstawa jest liczba dodatnig i r6zng od 1, jest okreslony wylacznie dla
argumentow dodatnich. Wobec tego

1. wyrazenie logz(z — 5) jest okreslone tylko dla tych z, ktore spetniajg nieréwnosc¢
x—95>0,czylidlaz > 5.

2. wyrazenie log, (2x + 7) jest okreslone tylko dla tych z, ktére spelniajg nierownosé
2¢ 4+ 7> 0,czylidlaz > —%.

3. wyrazenie log1 (3z — z?) jest okreslone tylko dla tych z, ktore spetniajg nierownosé
3z — 2% > 0. Zatem 2° — 3z < 0, z(z — 3) < 0. Po rozwigzaniu otrzymanej
nieréwnos$ci kwadratowej stwierdzamy, ze x € (0, 3).

4. wyrazenie log f;ff jest okreslone tylko dla tych x, ktore spetniajg nierownos¢

242 - (. Poniewaz dla kazdejliczby rzeczywistej wyrazenie 2 + 2 jest dodatnie,

r—2
. . ’ yayd 2 . 7’ . . ’ ’ .
wiec nierownosc¢ = fzz > ( jest rownowazna nieréwnosci * — 2 > 0. Zatem
x24-2

wyrazenie log <=5 jest okreslone wylgcznie dla z > 2.



Przyktad 10
Wyznaczymy wszystkie liczby z, dla ktérych wyrazenie log,9 ma warto$¢ 2.

Podstawa z logarytmu zapisanego po lewej stronie rownania log,9 = 2 musi by¢ liczba
dodatnig i r6zng od 1.

Korzystajac z definicji logarytmu, stwierdzamy, ze log,9 = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
2
- =09

Wobec tegox = 3lubz = —3.

Tylko pierwsza z tych liczb speinia warunki okreslone dla podstawy logarytmu, co
oznacza, ze jedyng liczbg, dla ktérej wyrazenie log,9 ma warto$¢ 2, jest z = 3.

Cwiczenie 1 C

Dane sg liczby a = log,8, b = log39, ¢ = log 10. Ktére z ponizszych zaleznosci sa
prawdziwe? Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

a+b+c>10

a=b+c

O 0O 0O

a<b

(] b>c

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2 P
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Sumalliczb logs9i log3% jest réwna 0.

(] Liczby log21—16 i log% 16 sa réwne.

(] Liczbalog 1000000 jest 3 razy wieksza od liczby log 100.

[ ] Liczbalogs125 jest o 100 wieksza od liczby logs25.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 O

Ktore z podanych wyrazen sa okreslone dla kazdej dodatniej liczby catkowitej £? Zaznacz
wszystkie poprawne odpowiedzi.

] log% (100 — z)
() log(z*—z)
() logy(3z —1)

[] logi(z+2)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Funkcja wyktadnicza okreslona jest wzorem f(x) = 5. Zaznacz prawidtowy wniosek.

O f(z) =7dlaz =log,7
O f(z) =2dlaz = logyb
O f(z) =10dlaz = log;2°

O f(z) = 3 dlaz = logy5°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Ktore z podanych liczb sg catkowite? Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.
log20

10%¢ 1

O o 0O

log,0,125

D 910g32

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6 @

Dla jakiego argumentu funkcja wyktadnicza okreslona wzorem f(x) = 4” przyjmuje wartos¢
12? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O z=3

O x =log4
(O z =logy12
(O z =logy3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 ¢

lle jest rowna suma log 1000 + log.1? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 7
O 4
O 3

O 101

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8 @

Liczba t jest rowna log,6. Ktéra z ponizszych odpowiedzi przedstawia réwnowazng postac
tego réwnania? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O t=2
O t=3
() t=62

O 2=6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9 ¢

lle jest rowna rdznica log%25 — log38—11? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 2
O -6
O 6

O -2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

Zaznacz warunek dla ktorego okreslone jest wyrazenie log 1 (3 —2x).

O =< -3
O >3
O z>-3

O z<3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Dane s3 liczby a = log 1 % b=1log.4,c=1logs %, d = log116. Ktéra z tych liczb jest
2 2 2 2
najwieksza? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O ¢
O d
O b

O a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Zaznacz liczbe, ktéra jest rozwigzaniem réwnania loggz = %

_ 1
O z=53

2
O L =9

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Zaznacz liczbe réwna logs»38.

O 3°
O 4
O 6

O 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14

Zapisz kazda z podanych liczb, nie uzywajac logarytmu.

logg 36 = |

log, 343 = |

logy, 1 :‘ ’

log,, 27 =‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 15

Rozwiaz ponizsze réwnania.

e 27 =35
e 3 =10
o 7P =2
e 10" =99

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16 0

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu, a nastepnie uzupetnij ponizsze réwnosci, wpisujac
w luki odpowiednie liczby.

3log3 5 ‘ ’

210g2 1 _ ‘ ’

510g5 4 _ ‘ ’

1010g T _

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17 @

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu, a nastepnie uzupetnij ponizsze rownosci, wpisujac
w luki odpowiednie liczby.

logs 0,125 =| |

s = r

1 _
logs 313 —‘ ’

1
» log; 135 :‘ ’

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 18 @

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu, a nastepnie uzupetnij ponizsze réwnosci, wpisujac
w luki odpowiednie liczby.

- logz 5 =| |

log, 81 =| |

o e - r
81 1024

log% % =

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @

Oblicz i zapisz wynik bez uzycia logarytmu, a nastepnie uzupetnij ponizsze réwnosci, wpisujac
w luki odpowiednie liczby.

+ log, 256 — log 1000 =| |

+ 17log,; 17 — 32log, 45 = |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20 @

Oblicz i zapisz wynik bez uzycia logarytmu, a nastepnie uzupetnij ponizsze réwnosci, wpisujac
w luki odpowiednie liczby.

. 910g38 :‘ ’

10010g 11 _ ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 21
Wyznacz wszystkie liczby «, dla ktérych okreslone jest wyrazenie.

1. log(7 — 4xz)

1

2. 10g2 Z+3

3.1logs(z* — 4)

4.1log,(2 — x)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22

Wyznacz wszystkie liczby z, dla ktérych wyrazenie log,, ml—_o?’ ma wartos$é — 1.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23

Wykaz, ze blog;¢4 + Tlogysb = 6.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 24

Wykaz, ze 4111985 — 100.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 25

Wykaz, ze 10g5\/5 + logﬁ% + 10g7\4/7 =1 1—12

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 26

Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek logs a = log; b = log,; ¢ = 4. Wykaz, ze

v abe = 11025.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 27 @

Dane s3 liczby a = log,3 oraz b = log,9. Wykaz, ze liczby a i b sa réwne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 28 @

Dane sa liczby a = logs7, b = log 7 oraz ¢ = log 5. Wykaz, zec-a = b.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 29 @

Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite p i g, dla ktérych zachodzi rownos¢
logz 5 = .

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



