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Utytutowane liczby 3

Zrodto: Austris Augusts, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Prawie w kazdym roku nauki poznajesz nowe liczby. Umiesz juz operowac liczbami
wymiernymi i niewymiernymi, moze nawet zdarzyto ci si¢ zetkng¢ z liczbami zespolonymi.

Liczby od wiekow fascynowaty nie tylko
naukowcow. Niektore do dzi§ uwazane s3 za
magiczne, inne maja status wrecz kultowy, za
sprawa swojej obecnosci w popkulturze,
mitologii czy historii. Przykladem moga by¢
liczby: 13 (liczba pechowa), 45 (predkosc
obrotow plyt winylowych zwanych singlami),

Rok 1984 101 (numer pokoju strachu opisany
George Orwell w powiesci G. Orwella Rok 1984), 666
Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, (Z}OWieSZCZEI liczba, Syrnbolizuje nadejécie

domena publiczna. 3 .. . L, .
konca swiata). Mozna tak wymieniac¢, prawie

w nieskonczonosc.

Teraz poznasz niektére ,utytutowane” liczby, czyli takie, ktéorym nadano nazwy pochodzace
od nazwisk badajgcych je matematykow. TresSci tego materiatu rozszerzaja obowiazujacy
zakres podstawy programowej, zatem mozesz potraktowac je jako nieobowiazkowe,
rozwijajgce twoje pasje matematyczne.



Twoje cele

» Wykorzystasz symbol Newtona, obliczajgc wartosci ,,utytutowanych” liczb
rzeczywistych.

» Utworzysz ciagi liczbowe, postugujac sie trojkatami liczbowymi.

» Poznasz sposoby szybkiejzamiany potegi trojmianu na sume.



Przeczytaj

Liczby Catalana

1 7 21 3 3 21 7 1

18 28 56 (70) 56 28 8 1

1 9 36 & 126 126 84 36 9 1

Rozpatrzmy Srodkowe liczby w trojkacie Pascala: 1, 2, 6, 20, 70, . . .

Zauwazmy, ze liczby te mozna podzieli¢ odpowiednio przez: 1, 2, 3, 4, 5, . . . i otrzymac ciag
liczb naturalnych: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 123, 429, . ..

Tak utworzone liczby nazywamy liczbami Catalana, na cze$¢ belgijskiego matematyka E.
Catalana (1814 - 1894).

Kazdy n-ty wyraz ciggu liczb Catalana okreslony jest wzorem:
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Liczby Catalana spelniajg zaleznoSc:
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Liczby te majg wiele interpretacji kombinatorycznych. Na przyktad liczba c,, wyraza liczbe
sposobow podziatu wielokgta wypuktego, majgcego n + 2 bokdw, na rozne trojkaty przy
pomocy przekatnych nieprzecinajgcych sie wewnatrz wielokata.



<P
@@@@@

w OO A,
@@@@ QD

Trojkat Catalana to trojkat liczbowy, w ktorym kazdy element (oprocz pierwszego) jest

rowny sumie elementu stojacego powyzej oraz elementu stojacego po lewej stronie.
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Suma liczb kazdego wiersza jest rowna ostatniejliczbie w nastepnym rzedzie i jest rowna
liczbie Catalana.
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Przyktad 1

Znajdziemy ostatnig liczbe 6smego wiersza trojkgta Catalana.

Obliczamy sume liczb stojgcych w siodmym wierszu. Ich suma bedzie szukana liczba.
1+6+20+48+90+ 132 + 132 = 429

Odpowiedz:

Ostatnia liczba w 6smym wierszu trojkata Catalana, to liczba Catalana 429.

Liczby Bella

Czy zdarzylo ci si¢ zastanawiac, ile jest sposobow pogrupowania obiektow, jesli sg one
rozroznialne? Odpowiedz na to pytanie znalazt Eric Bell (1883 - 1960) - amerykanski
matematyk, autor powiesci science-fiction.



o 1 7 6 1 15
O 1 15 25 10 1 52
0 1 31 90 65 15 1 203

Liczba mozliwych pogrupowan nazywa si¢ liczbg Bella. Kolejne liczby Bella to: 1, 1, 2, 5, 15,
52,203,877, ...

Liczba Bella okresla na przyktad:

e liczbe rozmieszczen n réznych obiektow w co najwyzejn identycznych pudetkach,

 liczba usadzen n osob dookota co najwyzejn stolikow (gdy niewazny jest sposob

usadzenia osob przy stoliku),

 liczba réznych schematow rymowych w strofie n-wersowe;j.

Przyktad 2

Pokazemy, jak utworzyc¢ trojkat Bella, w ktorym w lewej kolumnie znajduja si¢ kolejne
liczby Bella:

Pierwsza liczba to 1.

W kazdym nastepnym wierszu pierwsza liczba jest rowna ostatniejz poprzedniego
wiersza.

Pierwsza liczba w drugim wierszu to zatem 1.

Nastepne liczby znajdujemy, dodajac ostatnig liczbe do liczby stojacejnad nig. Zatem
na drugim miejscu w wierszu drugim zapiszemy liczbe: 1 + 1 = 2.
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Trzeci wiersz zaczynamy od ostatniejliczby z wiersza drugiego, czyli 2.
Do liczby 2 dodajemy liczbe stojaca powyzej, czyli 1. Otrzymujemy: 2 + 1 = 3.
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e Do 3 dodajemy liczbe stojaca powyzej: 3 4+ 2 = 5.
1
12
235

» Pierwszg liczbg czwartego wiersza jest 5 (ostatnia liczba z wiersza 3). Nastepnie:
5+2=T.
I dalej: 7 + 3 = 10. Ostatnia liczba to: 10 + 5 = 15.

» Podobnie powstaje pigty wiersz i kolejne.
1
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Liczby Faulhabera

Znamy juz wzor na sume 0, wzor na sume 1, wzor na sume 2 i wzor na sume 3 poteg
kolejnych liczb naturalnych.

194204301 4+n0=n

11421 431 ..l =2

12+22+3%4+...+n? =+ (n®+ 3n’+ in)
13+25+ 3%+ ... +nd =1 (n'+2n%+n?)
Niemiecki matematyk Johann Faulhaber (1580 - 1635), zwany przez wspotczesnych

Wielkim Matematykiem z Ulm, podat wzor na sume wyzszych poteg kolejnych liczb
naturalnych.

1l okl 4kl =

:%- [nk-l— (T) -nk_l-%-i—(;c) -nk_l-%—l-(g) -nk_g-O—l-...}

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym przypomina wzor dwumianowy
Newtona. Brak tylko wyrazu wolnego, wyrazy mnozone sg przez pewne state, zwane czasem
liczbami Faulhabera.
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Przyktad 3
Znajdziemy sume szeScianow kolejnych liczb naturalnych, mniejszych od 101.

Oznaczmy: S = 13 4 23 4+ ... 4 1003,

Korzystamy ze wzoru: 1° + 2% + 3% + ... + n® = % - (n* + 2n® + n?).
Stad:

L= % - (100* + 2 - 100* + 1007)

L= % - (100000000 + 2000000 + 10000) = 25502500

Odpowiedz:

Suma szeScianow kolejnych liczb naturalnych mniejszych od 101 to 25502500.

Stownik
liczba Bella

dla liczby naturalnejn to liczba podzbioréw zbioru {1,2,3,...,n}



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z podanymi w animacji przyktadami trojkatéw liczbowych. W kazdym przypadku
sprébuj odkry¢ algorytm tworzenia poszczegdlnych wierszy tréjkata.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DeslkvoXL

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej utytutowanych liczb.

Polecenie 2

Korzystajac z tréjkatnego tréjkata, zapisz w postaci sumy (1 +x + a:Z) .


https://zpe.gov.pl/a/Des1kvoXL

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Informacje do éwiczen 1, 2, 3.

Liczby leniwego dostawcy zywnosci to liczby, ktore opisujg maksymalng liczbe czesci na
ktore mozna podzieli¢ nalesnik przy uzyciu prostych ciec.

Stosujac wspotczynniki dwumianowe, wzor na n—ta liczbe leniwego dostawcy mozna

n-+1
p"“:H( 2 )

wyrazi¢ wzorem:

gdzie:
n=0,1,2,3, ...
Cwiczenie 1 >

Dokoncz zdanie, wybierajagc poprawng odpowiedz.
Kolejne liczby leniwego dostawcy to:

() 1,4,10,16,19, 21,28, ...

O 1,1,2,3,5,8,11,...

O 1,2,4,7,11,16,22, ...

O 1,1,3,6,10,15,21, ...




Cwiczenie 2 @)

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Wz6r na n-tg liczbe leniwego dostawcy mozna réwniez wyrazi¢ wzorem:

O Pusr = (g) + (T) + (;),gdzien:0,1,2,3,...
O Puj1=1- (g) +2. (717’) +3. (;),gdzien:0,1,2,3,...

O Pur1 =1+ (T) + (;),gdzien:0,1,2,3,...

O Pos1 = (’;) 4 (2) + (;),gdzien:0,1,2,3,...

Cwiczenie 3

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.
Maksymalna liczbe p elementéw, ktére mozna utworzy¢ przy danej liczbie n cigé, gdzien > 0,
mozna obliczy¢ ze wzoru:

2
n“+n+1
O p=—-—-

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Ocen, czy ponizsze réwnosci sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie réwnosci
prawdziwe.

1

B 13+23—|—33+...+n3:Z-(n4—|—2n3+n2).
1

B 11—1—21—|—31+...+n1:Z-(n2—|—n)
1

) 12+22+32+...+n2:E-(2n3—|—3n2+n).

Cwiczenie 6

Uzupetnij zapisy, przeciggajac w odpowiednie miejsca sumy liczb stojgcych w kolejnych
wierszach tréjkatnego tréjkata Pascala.

Uzupetnij luke we wniosku, wpisujgc poprawna liczbe.

Suma liczb w kolejnych wierszach trojkatnego tréjkata Pascala jest rowna kolejnym potegom

liczby

Cwiczenie 7 @

Uzupetnij rozwiniecie potegi trojmianu, przeciggajac odpowiednie liczby w puste pola.

2620 2] [4][4)[26][10][20]

Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile jest sposobdéw podziatu szeSciokata foremnego na tréjkaty za pomoca
nieprzecinajgcych sie przekatnych.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Utytulowane liczby

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3 a" — b".

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): <n =1, n) =n, ( " ) =n,

O-(r) 0 6=

3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje symbol Newtona, obliczajgc wartosci ,,utytutowanych” liczb
rzeczywistych



tworzy ciagi liczbowe, postugujac sie trojkatami liczbowymi
wybiera najdogodniejszy dla siebie sposob szybkiejzamiany potegi trojmianu na sume

dostrzega analogie i prowadzi proste rozumowania do ich zastosowania

ocenia efekty wlasnejpracyi pracy grupy
Strategie nauczania:

o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analogia
» mini konkurs zadaniowy

Formy pracy:

praca indywidualna
praca w grupach
praca w parach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel rozpoczyna zajecia od przytoczenia kilku ciekawostek nawigzujgcych do
historii odkrycia niektorych ,utytutowanych” liczb, moze tez zaprezentowac krotka
prezentacje przyblizajaca te zagadnienia.

2. Nastepnie informuje uczniow o temacie i celu zajec.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach przypominaja wiadomos$ci na temat trojkata Pascala i zapoznajg
sie z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’ oraz w sekcji ,Animacja”.
Ich zadaniem jest, postugujac sie analogig, utozenie swojego trojkata liczbowego,
wedtug wymyslonego przez siebie klucza.
Grupy wymieniajg si¢ zadaniami - majg ustali¢ ,klucz” tworzenia tréjkata, ktory
otrzymali i znalez¢ jak najwigcejjego wiasnosci.
Po zakonczeniu tej czes¢ zajac, grupy prezentuja swoje dokonania. Grupy ktore
utworzyly najciekawsze trojkaty liczbowe i te, ktore znalazty najwiecej wlasnosci
trojkatow, zostaja nagradzane, np. ,plusami”



2. Mini konkurs zadaniowy - uczniowie w parach rozwigzuja zadania interaktywne.
Najszybsze pary otrzymuja ,,plusy”.

Faza podsumowujaca:

1. Dyskusja - w rozwigzaniu jakiego typu problemow (nie tylko matematycznych) mozna
wykorzystac ,utytutowane” liczby.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, wskazujgc na wazne elementy zaje¢, komentuje
tez trudnosci i problemy, z ktorymi borykali si¢ uczniowie rozwigzujgc zadania.
Dokonuje samooceny i oceny kolezenskiej pracy pozostatych uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem domowym ucznidéw jest przygotowanie co najmniejjednego przyktadu
»utytutowanych” liczb, o ktorych nie byto mowy w czasie lekcji.

Materialy pomocnicze:
Podzbiory zbioru skonczonego (tre$¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako wprowadzenie do kombinatoryki.
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