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Zrédto: StockSnap z Pixabay, domena publiczna.

Granice funkcji w punkcie mozna zdefiniowac na kilka sposobow. Temat ten poSwiecimy
definicji, ktora po raz pierwszy zostata sformutowana w XIX wieku przez francuskiego
matematyka Augustina Louisa Cauchy'ego. W odroznieniu od definicji podanej przez
Heinricha Heinego opiera si¢ ona na zwyklej arytmetyce liczb i nie wykorzystuje innych

poje¢ takich jak granica ciggu.

Twoje cele

e Poznasz definicje funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego.
» Udowodnisz, korzystajgc z definicji Cauchy'ego, ze dana liczba jest granicg funkcii

w punkcie.
» Poznasz zwigzek pomiedzy definicja Heinego i Cauchy'ego granicy funkcii

w punkcie.
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Przeczytaj

Definicja Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie

Definicja Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie jest definicjg typowo arytmetyczng
i wykorzystuje pojecia otoczenia oraz sgsiedztwa punktu. Spojrzmy, jak ona brzmi.

Definicja: Granica funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego

Liczbe g € R nazywamy granicg funkcji f: Dy — R w punkcie zj € R, jesli dla dowolne;
liczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze dla kazdego argumentu funkcji f nalezacego do
sasiedztwa punktu xy o promieniu d, wartos¢ funkcji f w tym argumencie nalezy do
otoczenia liczby g o promieniu €.

Powyzsza definicje mozna intuicyjnie rozumie¢ w nastepujacy sposob: biorac otoczenie
O(g, €) liczby rzeczywistej g o dowolnym promieniu € > 0 znajdziemy sasiedztwo S(xg, )
punktu ¢ € R takie, ze wartosci funkcji w kazdym argumencie nalezgcym do znalezionego
sasiedztwa naleze¢ bedg do wzietego wcezesniej otoczenia liczby g. Na ponizszym rysunku
przedstawiona zostala interpretacja geometryczna definicji granicy funkcji w punkcie
wedtug Cauchy'ego.

Jak korzystac z definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie?

Zaleta definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie jest fakt, ze nie wykorzystuje ona
innych poje¢ matematycznych takich jak np. granica ciggu nieskonczonego. Bazuje jedynie
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na zwyklej arytmetyce. Wadgq jest jednak to, ze korzystajgc z definicji Cauchy'ego na ogot nie
jesteSmy w stanie obliczy¢ granicy funkcji w zadanym punkcie. Definicja stuzy przede
wszystkim do wykazywania, ze dana z gory liczba rzeczywista jest granicg funkcii

w zadanym punkcie. Ponizsze przyklady pokazuja w jaki sposob mozemy tego dokonac.

Przyktad 1
Wykazemy, ze

lim (3¢ — 1) = 5.

r—2

Zgodnie z definicjg Cauchy'ego bierzemy dowolng liczbe € > 0. Musimy wybrac liczbe
rzeczywista > 0 tak, aby dla wszystkich argumentow funkcji f(z) = 3z — 1
spetniajacych nieréwnosci 0 < |z — 2| < § prawdziwa byta nierownos¢ |f(z) — 5| < e.
Sprébujmy przeksztatci¢ lewg strone ostatniej nieréwnosci podstawiajgc w miejsce f(x)
wzOr naszej funkciji

f(z) —5| = 3z — 1 — 5| = |3z — 6| = 3]z — 2|.

Otrzymany wynik sugeruje aby przyja¢ § = <, gdyz wowczas dla kazdego « € Dy
takiego, ze 0 < |z — 2| < d otrzymamy

|f(z) =5|=3lz—2[<3-0=3-5 =¢
co na mocy definicji Cauchy'ego dowodzi, ze

lim(3z — 1) = 5.

r—2

Przyktad 2
Wykazemy, ze

lim (332 + 2:13) = —1.

rz——1

Wezmy dowolng liczbe € > 0. Dobierzemy liczbe § > 0 tak, aby dla wszystkich
argumentow funkciji f(z) = x? + 2z spetniajgcych nieréwnosci 0 < |z + 1| < ¢
prawdziwa byta nieréwnosc¢ |f(z) — (—1)| < e. Przeksztal¢my lewg strone ostatniej
nieroéwnosci.

f(z) = (-1 =|a?+ 2z +1| = |(z +1)°| = |z + 1]

Poniewaz wiemy, ze |z + 1| < § wiec |z + 1|* < §2. Jedli zatem przyjmiemy § = 1/, to
otrzymamy

f@)— (-1 =|z+1F < ® = (vVe)’ =«




Z powyzszego oraz z definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie wnioskujemy, ze

lim (:c2 + 2:6) = —1.

z——1
Przyktad 3
Wykazemy, ze
lim (22° — 182” + 54x) = 54.
z—3
Wezmy dowolng liczbe € > 0. Dobierzemy liczbe § > 0 tak, aby dla wszystkich
argumentow funkcji f(z) = 2x3 — 1822 + 54z spetniajgcych nierownosci

0 < |z — 3| < é prawdziwa byla nierownos¢ | f(z) — 54| < e. Przeksztat¢my lewa strone
ostatniej nierownosci.

|f(z) — 54| = |22° — 182 + 54z — 54| = |2(z — 3)*| = 2/]z — 3
Poniewaz |z — 3| < ¢ wiec |z — 3|3 < 3. Jesli zatem przyjmiemy § = {/%, to otrzymamy
f(z) — 54| = 2]z — 3] <20° =2(¢/35)" =~e.
Z powyzszego oraz z definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie wynika, ze
lim (2z® — 182 + 54z) = 54.
Przyktad 4

Wykazemy, ze

: 3 _

:IBILI(I) (:13 + a:) = 0.
Wezmy dowolng liczbe € > 0. Dobierzemy liczbe § > 0 tak, aby dla wszystkich
argumentow funkcji f(z) = x3 + z spelniajacych nieréwnosci 0 < |z — 0| < &
prawdziwa byta nierowno$c¢ |f(x) — 0| < e. Przeksztal¢my lewg strone ostatnie;
niero6wnosci.

|f(z) — 0| = |:1:(a:2 + 1)| = \x\(x2 + 1)

Poniewaz || < & wiec podnoszgc nieréwno$¢ stronami do kwadratu oraz dodajac
stronami 1 otrzymamy z% + 1 < §2 + 1. Stad

[f(z) = 0] = |z|(2* +1) < (8% +1).

Zauwazmy, ze do wybranej wczesniej utalonejliczby € > 0 musimy dobrac liczbe § > 0,
tak aby | f(z) — 0| < e. Chcemy zatem wybra¢ liczbe dodatnig § tak aby speiniona byta
nier6wnos¢ § (52 + 1) < e. Wybierajac liczbe dodatnia é dostatecznie bliskg zeru,



wyrazenie §(6° + 1) takze przyjmie warto$¢ na tyle bliskg zeru aby spetniona byta
nieréwnos$c § (52 + 1) < €. Stad, dla tak dobranejliczby § > 0 z wczesniejszych obliczen
wynika, ze dla wszystkich € Dy takich, ze 0 < |z| < §

f(z) — 0| =|z|(z® +1) <86(8+1) <e.

Zatem udowodnilismy, ze

lim (:1:3 + a:) =0.

z—0

Zwiazek definicji Cauchy'ego z definicjg Heinego.

Okazuje sie, ze istnieje silny zwigzek pomiedzy definicjami granicy funkcji w punkcie
wedtug Heinego oraz wedtug Cauchy'ego. Mianowicie definicje te sg rownowazne. Mowi
o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: Zwigzek pomiedzy definicjg Cauchy'ego oraz Heinego granicy funkcji w punkcie

Liczba g € R jest granicg funkcji f: Dy — R w punkcie o € R wedlug Cauchy'ego
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona granicg funkcji f: Dy — R w punkcie z, € R wedtug
Heinego.

Stownik

otoczenie punktu

Otoczeniem punktu x( o promieniu € > 0 nazywamy zbior
U(zg,e) ={z €R: |z —xzy| < e}

sasiedztwo punktu

Sasiedztwo punktu x, o promieniu § > 0 nazywamy zbior

5(2130,5) = (x() - 5, 1170) U (LE(),IEO + (S)



Infografika

Polecenie 1

Ponizsza infografika pokazuje w jaki sposéb mozna wykorzystaé definicje Cauchy'ego granicy
funkcji w punkcie do wykazania, ze dana liczba jest granicg funkcji wymiernej. Zapoznaj sie
z przedstawiong metoda a nastepnie wykonaj polecenia znajdujace sie ponizej.

Dana jest funkcja

Polecenie 2

W dowolny znany Ci sposéb oblicz granice funkcji f w punkcie g = 2.

Polecenie 3

Korzystajac z definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie, wykaz, ze wyznaczona
w poprzednim poleceniu liczba jest granica funkcji f w punkcie o = 2.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Wskaz co powinno by¢ wpisane w wykropkowane miejsce.
Korzystajac z definicji Cauchy'ego, wykazemy, ze 1in%(3m + 2) = 5. Wezmy dowolng liczbe
T—r

e > 0. Niech § = ... Wdwczas dla wszystkich € Dy takich, ze 0 < |z — 1| <  mamy
| f(z) — 5| < €. Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 3e
O 2
O %
3
O 3
2
Cwiczenie 3
Przenie$ w puste miejsca wtasciwe wyrazenia.

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, wykazemy, ze lirr%(3 — x) = 1. WeZmy dowolna liczbe
T—r

‘—&:H\2—x|<5"0<|x—2|<5’“2—:c|<5’




Cwiczenie 4
Przenie$ w puste miejsca wtasciwe wyrazenia.

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, wykazemy, ze lirr% (:1:2 — 6x + 1) = —8&8. Wezmy dowolnag
Tr—

liczbe € > 0. Niech ¢ : Woéwczas dla wszystkich z € Dy takich, 2e§

mamy

f@) —gl =] —6z+9= <
o3 || ]| lz+3P |[0<|e-3[<ds|[0o<|e+8 <s|[o=c]| vE|[e]
P2 =c

Cwiczenie 5 @

Cwiczenie 6

Przenie$ w puste miejsca wtasciwe wyrazenia.

Korzystajac z definicji Cauchy'ego wykazemy, ze lim2 “;2;24 = —4. Wezmy dowolng liczbe
T——
e > 0. Niech ¢ : Woéwczas dla wszystkich z € Dy takich, Zei mamy
[f(z) +4[= <
(0<[z—2[<d]||e+2] e|[lz—2|[6=c][2z+2/|[0<|z+2 <6
5 ‘ 20 =¢ ’ ‘ 2¢ ’
Cwiczenie 7 @

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, udowodnij, ze lim (422 — 4z) = —1.
1:*)5

Cwiczenie 8 @

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, udowodnij, ze lim (2333 + 622 + 6z + 4) = 2.

z——1



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granica funkcji w punkcie wedlug Cauchy'ego

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Cele operacyjne:

Uczen:

» zna definicje Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie

« stosuje definicje granicy Cauchy'ego funkcji w punkcie do wykazywania, ze dana liczba
jest granica funkcji w punkcie

» zna zalezno$¢ pomie¢dzy definicjami Cauchy'ego i Heinego granicy funkcji w punkcie

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
o metoda krokodyla.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcji tj. ,Granica funkciji
w punkcie wedtug Cauchy'ego”, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwiazanie danego zadania, a dopiero nastepnie porownanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwiazania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71i 8, ale nastepnie porownujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ;ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Granica funkcji w punkcie wedlug Cauchy'ego”).

Materialy pomocnicze:
» Granice funkcji
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtérzeniu
materialu w temacie ,Granica funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego”.
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