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AR . . 4

Jak wyznaczy¢ przyblizona wartos¢ miejsca zerowego

funkcji?

Zrédto: Scott Rodgerson, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Na podstawie wykresow niektorych funkcji jesteSmy w stanie stwierdzi¢, ze majg one
miejsca zerowe, ale trudno je wyznaczy¢ algebraicznie. ROwniez wiele statych uzywanych
w matematyce, jak chociazby m, jest niewymiernych, co znaczy, ze co prawda sg dobrze
zdefiniowane, ale trudno podac ich doktadng wartos¢ liczbowa. W tym materiale poznasz
metode wyznaczania przyblizonej wartosci miejsc zerowych pewnych funkcji oraz
przyblizonej wartosci roznych liczb.

Twoje cele

» Wyznaczysz przyblizone wartosci miejsc zerowych niektorych funkci.
o Wyznaczysz przyblizong wartos¢ pierwiastkow niektorych liczb.
o Wyznaczysz przyblizong wartos¢ liczby .




Przeczytaj

Pierwszym krokiem znajdowania przyblizonej wartosci danejliczby jest zapisanie jej w takiej
postaci, zeby wystepowata we wzorze jakiejs znanej, nieskomplikowanej funkcii.

Jezeli, na przykiad, bedziemy probowac szacowac¢ warto$c¢ liczby m, mozemy ja zapisac jako
f(m) = sinm = 0, uzywajgc funkcji f(z) = sinz, a gdy chcemy wyznaczy¢ przyblizong
wartosS¢ pierwiastka z 3, to mozemy podobnie zapisa¢ go jako g(\/ §) =/ §2 —3=0.Dla
wygody dalszego postepowania bedziemy chcieli za kazdym razem otrzymac¢ réwnanie,

w ktorym po prawej stronie bedzie zero, wiec w przypadku V3 musieliSmy uzy¢ funkcji
kwadratowej, przesuni¢tej w dot.

Naszym gtownym narzedziem bedzie twierdzenie Darboux.
Twierdzenie: Darboux

Niech f bedzie funkcja ciagla, okreélong na domknietym przedziale (a; b). Zatdzmy, ze
f(a) # f(b). Niech m bedzie mniejsza z liczb f(a) i f(b), zas M wigksza z nich. Dla
kazdejwartosci h takiej, ze m < h < M, istnieje argument c taki,ze a < ¢ < bi f(c) = h

Twierdzenie to mowi, ze kazda funkcja ciagla, okreslona na przedziale domknietym,
przyjmuje wszystkie wartosci pomiedzy wartoSciami na swoich brzegach, i takg ceche
nazywamy witasnoscig Darboux.

Dowiedzmy si¢ teraz, jak go uzy¢ do przyblizania wartosci pewnych liczb.

Metoda bisekgcji

Jak juz ustaliliSmy wczesniej, bedziemy probowac wyznacza¢ przyblizenie nieznanejliczby
xo poprzez zapisanie jej w postaci f(xo) = 0, gdzie f bedzie pewna znana funkcja ciggla na
przedziale domknietym (a; b). Przedziat musimy dobra¢ tak, aby wartosci funkcji na jego
brzegach miaty rozne znaki. Niestety, jezeli sg tych samych znakoéw, musimy poszukac
innego przedziatu - czasami warto narysowac najpierw wykres funkcji f, zeby wyznaczy¢
potrzebny przedziat. Zatozmy, ze mamy taki przedziat, w ktorym znaki wartosci funkcji

w punktach a i b s3 rézne. Zdefiniujmy, jak w twierdzeniu Darboux, liczbe m jako mniejsza
z warto$ci f(a) i f(b), a M jako wiekszg z nich. Poniewaz wiemy, ze znaki wartosci f(a) i
f(b) sarézne, wiemy teraz, ze m jest liczbg ujemng, a M liczba dodatnia. Jezeli jako wartos¢
h przyjmiemy zero, widzimy, Ze jest to na pewno warto$¢ pomiedzy m i M, wigec uzywajac
twierdzenia Darboux zdobywamy pewno$¢, Ze istnieje argument ¢ pomiedzy a i b taki, ze

fle) =0.


javascript:void(0);

Pokazali$my, ze na pewno istnieje rozwigzanie naszego rownania f(z) = 0 pomiedzy a i b,
teraz sprobujmy przyblizy¢ jego wartosc.

Utworzymy ciag (z,) kolejnych przyblizen warto$ci . Na poczatek przyjmijmy, ze
pierwszym naszym przyblizeniem bedzie srodek przedziatu (a; b), czyli

__ a+b
Ir = 5

Jezeli f(z1) = 0, to znaczy, ze znalezli$émy dokladng warto$¢ liczby xy i mozemy zakonczy¢
nasze poszukiwania.

Zazwyczaj jednak tak nie bedzie i f(z1) bedzie albo dodatnie, albo ujemne. Popatrzmy teraz
na znaki wartosci funkcji f na brzegach, jedna jest dodatnia, druga ujemna. Tym samym

w kazdej sytuacji albo warto$¢ f(a) jest takiego samego znaku, jak warto$¢ f(z), a wartos¢
f(b) jest innego znaku, albo na odwroét.

Mozemy zatem zaweziC nasz obszar poszukiwan liczby xy do potowy poprzedniego
przedziatu, wybierajac jedna z potowek: a < z < x; lub z; < = < b tak, by znaki wartosci
funkcji na brzegach nowego, krotszego o potowe przedziatu, byly rozne.

Oznaczmy odpowiednio brzegi nowego przedziatu przez a; i by, to znaczy

a jezeli znaki wartoSci f(a) i f(x1) sa rdzne
a1 =
! r1 W przeciwnym przypadku

oraz

) jezeli znaki wartosci f(a)i f(x1) sa rézne
716 w przeciwnym przypadku '

Mozemy teraz rozpatrzy¢ te¢ sama funkcije f, co wcze$niej, ale na dwukrotnie wezszym
przedziale, a; < = < by.

JesteSmy pewni, ze znaki wartoS$ci funkcji na brzegach sa rézne, wiec ponownie dzigki
twierdzeniu Darboux mozemy by¢ pewni, ze w tym przedziale zawiera si¢ rozwigzanie
réwnania f(z) = 0.

Wybierzmy nastepnie drugie przyblizenie naszej wartosci, x5, ponownie jako Srodek
przedziatu (ay; by).

Te procedure mozemy kontynuowac, za kazdym razem skracajgc dwukrotnie dlugos¢
przeszukiwanego przedziatu, tworzgc ciag przyblizen x;, x2, 3, . . . oraz ciggi lewych
i prawych krancéw rozpatrywanych przedzialow, ay, as, ag, ... oraz by, bs, b3, . ..
odpowiednio.



W ten sposoOb poznaliSmy metode bisekciji (czyli potowienia) poszukiwania kolejnych
przyblizen nieznanych wartos$ci zerowych funkcii.

Przyktad 1

Uzyjemy metody bisekcji do znalezienia przyblizenia liczby %
Rozwigzanie

Zapiszmy te warto$¢ jako miejsce zerowe funkcji f(z) = 3z — 1.

Wybierzmy konce rozwazanego przedziatu: a = 01 b = 1, i sprawdzmy zalozenia
twierdzenia Darboux:

1. funkcja f jest ciggta na przedziale (0; 1);
2. wartosci na koncach majg rézne znaki: f(a) = —1, f(b) = 2.

Zatem pomiedzy 0 a 1 znajduje si¢ poszukiwana wartosc.
Pierwszym przyblizeniem bedzie srodek przedziatu, 1 = 0, 5.

Zauwazmy, ze: f(0,5) = 0,5, wieca1 = a = 0;b1 = 21 = 0,5 oraz f(a1) = —1,
f(b) =0,5.

Drugim przyblizeniem bedzie Srodek obecnie rozwazanego przedziatu, czyli z2 = 0, 25.
Warto$¢ funkcji f dla tego argumentu jest ujemna: f(0,25) = —0, 25, wiec

az = x2 = 0,251 by = by = 0, 5. Sprawdzmy znaki na brzegu, f(a2) = —0, 25,

f(b2) =0,5.

Trzecim przyblizeniem bedzie srodek aktualnie wybranego przedziatu, czyli liczba
w = 0, 375. Warto$¢ funkcji f dla tego argumentu wynosi (0, 375) = 0,125,
czyli jest dodatnia. Zatem a3 = a2 = 0,251 b3 = 3 = 0, 375.

T3 —

Proces mogliby$my kontynuowac, ale juz po dwoch krokach z warto$ci pierwszego
przyblizenia, rownego 0, 5, wyznaczonego z bledem 0, 16667, otrzymaliSmy wartos¢
trzeciego przyblizenia rowng 0, 375, czyli wyznaczong z czterokrotnie mniejszym btedem
0,04167. Im wigcej wykonamy krokow, tym otrzymamy lepsze przyblizenie.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvKoQexnm

Proces ten mozemy rowniez obejrze¢, uzywajac ponizszego apletu.

Przyktad 2

Uzyjemy metody bisekciji do znalezienia przyblizen wartosci pierwiastka /3.
Rozwigzanie

Zdefiniujmy funkcje f(z) = =2 — 3.

Funkcja ta jest funkcjg ciagly dla kazdejliczby rzeczywiste;.

Przyjmijmy, ze a = 0i b = 2. Zauwazmy, ze f(a) = —31i f(b) = 1.

Obliczenia przedstawimy w skroconej postaci, za kazdym razem sprawdzajac, czy
spetnione s3 zatozenia twierdzenia Darboux o roznych znakach wartosci funkcji na
krancach nowych przedziatow.

Pierwsze przyblizenie: ; = 1, warto$¢ funkcji f(z1) = —2, wybieramy ,prawg czes¢
przedzialu pierwszego"”.

Drugi przedziat: a; = 1,b; = 2 oraz f(a;) = —2, f(by) = 1.

Drugie przyblizenie: zo = 1,5, warto$¢ funkcji f(x2) = —0, 75, wybieramy ,prawa czes¢
przedziatu drugiego”

Trzeci przedziak ay = 1,5, by = 2 oraz f(ay) = —0,75, f(by) = 1.


https://zpe.gov.pl/a/DvKoQexnm

Trzecie przyblizenie: 3 = 1, 75.

Po trzech krokach otrzymali$my przyblizenie wartoéci pierwiastka z 3, v/3 ~ 1, 75, ktore
niewiele rozni sie od rzeczywistej wartoéci, v/3 ~ 1,73205. . .

Przyktad 3

Uzyjemy metody bisekcji do wyznaczania ciggu przyblizen wartosci liczby .
Rozwigzanie

Zdefiniujemy funkcje f(z) = sinz i przedziat poczatkowy dlaa = 3ib = 4.
Funkcja f(x) = sin z jest ciggta w catej swojej dziedzinie.

Obliczenie ponownie przedstawimy w skroconej postaci, sprawdzajgc za kazdym razem
znaki wartosci funkciji na krancach otrzymanych przedziatow.

Pierwszy przedziat: a = 3,b = 4 oraz f(a) = 0, 1411, f(b) = —0, 7568.

Pierwsze przyblizenie: z; = 3,5, warto$¢ funkcji f(z1) = —0, 3508, wybieramy lewy
przedzial.

Drugi przedziat: a; = 3, by = 3,5, warto$¢ funkcji f(aq) = 0, 1411, f(b;) = —0, 3508.
Drugie przyblizenie: x5 = 3,25 oraz f(zy) = —0, 1082, wybieramy ,lewy przedziat”
Trzeci przedziak: as = 3, by = 3,25 oraz f(as) = 0, 1411, f(by) = —0, 1082.

Trzecie przyblizenie: 3 = 3,125.

Po trzech krokach otrzymalismy przyblizenie liczby 7 postaci m ~ 3, 125, ktore niewiele

rozni sie od rzeczywistejwartosci, m = 3, 1416, . ..

Stownik
wtasnos¢ Darboux

funkcja posiada wtasnos¢ Darbouy, jezeli przyjmuje wszystkie wartoSci pomiedzy
wartoSciami na krancach swojego przedziatu okreslonosci



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z metodg wyznaczenia przyblizenia liczby \/5 przedstawiong na filmie

samouczku.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYwq6mIM3

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wyznaczania przyblizonej wartoSci miejsca
zerowego.

Polecenie 2

Przedstaw 2 kolejne kroki metody bisekcji do wyznaczenia przyblizenia liczby V5


https://zpe.gov.pl/a/DYwq6m1M3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz przedziat, w ktérym mozna znalez¢ miejsce zerowe funkgji
f(z) = 22% + 1.

() a=0ib=4
Q Funkcja nie posiada miejsca zerowego.
() a=0ib=1

() a=-1ib=0

Cwiczenie 2

Wskaz przedziat, w ktérym mozna znalez¢ miejsce zerowe funkcji
f(z) =22% — 1.

() a=0ib=1

() a=-2ib=-1

() a=1ib=4

() Funkcja nie posiada miejsca zerowego.




Cwiczenie 3 @

Zaktadajac, ze wartosci ciagtej funkcji f w wybranych punktach wynosza f(0) = 2,
f(1) = 1,5, f(2) = 0,125, f(3) = —0, 5 wskaz przedziat, w ktérym z pewnos$cig mozna
znalez¢ miejsce zerowe funkcji f.

() a=0ib=1
() a=1ib=2
() Funkcja nie posiada miejsca zerowego.

() a=2ib=3

Cwiczenie 4

Zaktadajac, ze wartosci ciagtej funkcji f w wybranych punktach wynosza f(O) =2,
f(1) = 1,5, f(2) = 0,125, f(3) = —0, 5 wskaz warto$¢ pierwszego przyblizenia z; miejsca
zerowego funkcji przy uzyciu metody bisekcji.

2,5

2,1

o O O

2,75

() Funkcja nie posiada miejsca zerowego.

Cwiczenie 5

Uzupetnij krance przedziatu tak, by byt on najkrétszym przedziatem (z uwzglednieniem
podanych propozycji), w ktérym istnieje miejsce zerowe funkcji f.

IR ST




Cwiczenie 6
Zaznacz wszystkie odpowiedzi pasujace do funkcji f(x) = z2 + 1.

Funkcja nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Funkcja nie jest ciggta.
Funkcja ma pierwiastek réwny \3/5

Funkcja nie posiada pierwiastkéw dodatnich.

O o o o d

Funkcja jest ciggta.

(] Funkcja ma pierwiastek pomiedzya = —10ib = 0.

Cwiczenie 7 @
Potacz w pary wzory funkcji i informacje o ich miejscach zerowych.

Funkcja nie ma rzeczywistych miejsc

=2 3
f(z) T zerowych.
f(a:) 2249z Funkcja ma miejsce zerowe pomiedzy
- B a=—-1lib=1.
Funkcja ma miejsce zerowe pomiedzy
-2 gt
f@) ’ a=1ib=3.
f(z) = z—2 Funkcja ma miejsce zerowe pomiedzy
- a=-2ib=-1
Cwiczenie 8 @

Wyznacz w dwoch etapach wartosé drugiego przyblizenia miejsca zerowego funkcji
f(z) = x> — 2 przy uzyciu metody bisekcji.



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ przybliZong warto$¢ miejsca zerowego funkcji?
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

2) stosuje wlasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcii
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza przyblizone wartosci miejsc zerowych niektorych funkciji;
e wyznacza przyblizong wartos¢ pierwiastkow niektorych liczb;
e wyznacza przyblizong wartosc¢ liczby .

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
o dyskusja;



» metoda kota i myszy.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej sekcje ,Wprowadzenie”, omawia
z uczniami cele lekcij.
2. Nauczyciel ustala z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’ i probujg rozwigzac
samodzielnie kolejne Przyktady, poréwnujac swoje rozwigzania z materiatem.

2. Po zapoznaniu z tekstem, nauczyciel wyjasnia powstate watpliwosci na forum klasy.

3. Nastepnie - ponownie w parach - uczniowie, metodg kot i mysz, rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne 1 - 7w sekcji ,Sprawdz si¢”. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania,
a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po 2 nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora
odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje sie
kotem - procedura si¢ powtarza.

4. Nauczyciel - dla utrwalenia wiadomosci - wySwietla Film samouczek.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne.

Praca domowa:
» Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz Polecenie 2.
Materialy pomocnicze:

» Ciggtos¢ funkcji w punkcie
» Jak zbadac ciggtos¢ funkcji w punkcie?
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o Wykres funkciji
Wskazowki metodyczne:

 Film samouczek moze zosta¢ wykorzystany jako materiatl powtorzeniowy przed
sprawdzianem lub jako uzupeinienie lekciji ,Zastosowania twierdzenia Darboux”.
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