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W trakcie tejlekcji pokazemy praktyczne zastosowania reguty mnozenia, budujac modele
kombinatoryczne opisane z uzyciem ciggow.

Naszym celem bedzie wykorzystanie reguty mnozenia do obliczenia, ile jest liczb
spetniajgcych okreslone warunki.

Przed rozwigzywaniem tych zadan warto przypomniec¢ sobie cechy podzielnosci liczb
naturalnych przez 2, 5, 4, 251 125.

Twoje cele

o Wyznaczysz ilo$¢ liczb spetniajgcych okreslone warunki.

e Obliczysz, ile jest szeSciocyfrowych liczb naturalnych, ktorych zapis spetnia podane
warunki.

e Obliczysz, ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez okreslong
cyfre, w ktorych dziesietnym zapisie wszystkie cyfry sg mniejsze od wskazane;j.

e Podasz, ile jest oSmiocyfrowych liczb naturalnych, ktoére speiniaja podane warunki.

o Obliczysz, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych wigkszych od liczby wskazane;j,
w ktorych wszystkie cyfry sg parzyste.




Przeczytaj

Przyktad 1

Obliczymy, ile jest szeSciocyfrowych liczb naturalnych, ktorych zapis dziesietny spetnia
jednoczesnie dwa nastepujace warunki:

e napierwszym i na drugim miejscu wystepuja cyfry parzyste,
e na pigtym i na szostym miejscu wystepuja cyfry podzielne przez 3.

Zauwazmy, ze liczbe szeSciocyfrowg
n=a-10°+b-10*+¢-10> +d- 10> +e-10' + f- 10°

mozna utozsamic¢ z sze$cioelementowym ciggiem (a, b, ¢, d, e, f), gdzie wspotczynniki a,
b, c,d, e, f to kolejne cyfry zapisu dziesietnego liczby n.

Liczba sze$ciocyfrowa, ktora spetnia warunki zadania, ma nastepujgce ograniczenia dla
swoich cyfr:

o cyfra a jest rozna od zera i parzysta, a wiec a € {2,4, 6,8},

o cyfra b jest parzysta, zatem b € {0, 2,4, 6, 8},

« cyfryei fsapodzielne przez 3, skad e, f € {0, 3,6,9},

 cyfry c oraz d moga przyjmowac¢ dowolng z dziesieciu dostgpnych wartosci c,
de€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Korzystajac z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze dla takich a, b, ¢, d, e, f liczba
szesciocyfrowych ciggow (a, b, ¢, d, e, f) jestréwna4-5-10-10-4 -4 = 32 000.

Wobec tego szesciocyfrowych liczb naturalnych spetniajgcych warunki zadania jest
rowniez 32 000.

Przyktad 2

Obliczymy, ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 25, w ktorych
zapisie dziesietnym wszystkie cyfry s3 mniejsze od 7.

Rozumujgc podobnie jak w poprzednim przyktadzie stwierdzamy, ze kazdejliczbie
pieciocyfrowe;j

n=a-10*+b-10°+¢-102+d-10' +¢e-10°

mozna wzajemnie jednoznacznie przypisa¢ piecioelementowy ciag (a, b, ¢, d, e, f) jej
kolejnych cyfr.
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Ponadto liczba naturalna jest podzielna przez 25, kiedy jej dwie ostatnie cyfry w zapisie
dziesietnym tworza liczbe podzielng przez 25.

Zatem taka liczba pieciocyfrowa spetnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy:
ac{l1,2,3,4,5,6},

b,ce {0,1,2,3,4,5,6}

oraz gdy cigg (d, e) dwoch ostatnich cyfr jest jednym z nastepujgcych trzech:
(0,0),(2,5), (5,0).

Na podstawie reguty mnozenia stwierdzamy, ze odpowiadajacych jej ciggow
pieciocyfrowych jest 6 - 7 -7 -3 = 882. Oznacza to, ze s3 882 liczby spetniajgce warunki
zadania.

Przyktad 3

Obliczymy, ile jest wszystkich oSmiocyfrowych liczb naturalnych, ktore jednocze$nie
spelniajg ponizsze trzy warunki:

 cylrajednosci jest o 4 mniejsza od cyfry dziesigtek,
» cyfra setek jest o 3 wigksza od cyfry tysiecy,
» cyfry dziesiatek tysiecy i setek tysiecy sa rowne.

Kazdejliczbie osmiocyfrowe;j
n=a-10"4+b-10%4+c-10°+d-10* +e-10° + f- 102+ g- 10! + A - 10°

mozna wzajemnie jednoznacznie przypisa¢ oSmioelementowy ciag (a, b, ¢, d, e, f, g, h) j€j
kolejnych cyfr.

Z tresci zadania wynika, ze:c =d, e = f — 3,g = h + 4.

Zatem taka liczba osSmiocyfrowa spetnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy:
ac{l1,2,3,4,5,6,7,8,9},

be {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

ce{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} orazd = ¢,

e€{0,1,2,3,4,5,6} oraz f = e + 3,

h € {0,1,2,3,4,5} orazg = h + 4.

Zauwazmy, ze:
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 dla kazdejz mozliwych wartosci c istnieje doktadnie jedna odpowiadajaca jej wartos¢
d,
 dla kazdejz mozliwych wartosci e istnieje doktadnie jedna odpowiadajgca jej wartos¢

f,

 dla kazdejz mozliwych wartosci h istnieje dokladnie jedna odpowiadajgca jej warto$c
g.

Na podstawie reguty mnozenia stwierdzamy, ze takich liczb osSmiocyfrowych jest
9.10-(10-1)-(7-1)-(6-1) = 37 800.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych wiekszych od 2403, ktorych
wszystkie cyfry sa parzyste.

Kazdejliczbie czterocyfrowej n = a - 10* + b - 10? + ¢ - 10! + d - 10° mozna wzajemnie
jednoznacznie przypisa¢ czteroelementowy ciag (a, b, ¢, d) jej kolejnych cyfr.
Z warunkow zadania wynika, ze a > 2.

Rozpatrzmy dwa roztaczne przypadki:

l.a=2,

2.a> 2.

Ad 1 W przypadku pierwszym mamy kolejne roztaczne przypadki:
Ad11b=4ic=0;wtedyd € {4, 6,8},

Ad12b=4ice{2,4,6,8}; wtedyd € {0,2,4,6,8},

Ad13b € {6,8}; wtedyc, d € {0,2,4,6,8}.

Ad 2 Natomiast w przypadku drugim liczby a, b, ¢, d spelniaja warunki:
a € {4,6,8},

b,c,d €{0,2,4,6,8}.

Korzystajac z reguly mnozenia, obliczamy, ile jest ciaggow (a, b, ¢, d) spetniajacych
warunki zadania w kazdym z powyzszych przypadkow:

Ad111-1-1-3 =3,
Ad121-1-4.-5=20,

Ad131-2-5-5 =50,
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Ad23-5-5-5=375.

Korzystajac z reguty dodawania, obliczamy, ile jest wszystkich liczb spetniajgcych
warunki zadania:

3+ 20+ 50 + 375 = 448.

Stownik
ciag

funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych lub pewien
jego podzbior, a wartoSciami sg liczby rzeczywiste

liczba naturalna
dodatnia liczba catkowita

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k; sposobow, druga
- najeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ki-ky-... -k,
reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementow zbioru

A;UAsU...U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow
Al,AQ, e ,AnZ

Ay UAsU...UA,| = AL+ |Ag| + ... |4,
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzanie zadania, w ktorym pokazane jest, jak wyznaczy¢ ilo$¢ liczb podzielnych przez §,
ktérych cyfry podlegajg pewnym ograniczeniom.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DgFhjcu38

Film nawigzujgcy do tresci lekcji dotyczacej reguty mnozenia.

Polecenie 2

Korzystajagc z oméwionego przyktadu, rozwigz samodzielnie nastepujace zadanie.

Rozpatrzmy wszystkie dziewieciocyfrowe liczby naturalne, ktére sg podzielne przez osiem
i w ktérych zapisie dziesietnym jest jedna cyfra 8, jedna cyfra 4, dwie cyfry 6, a pozostate cyfry
to jedynki. Obliczymy, ile jest wsréd nich takich liczb, ktére wsréd ostatnich trzech cyfr maja

co najmniej jedng széstke.



https://zpe.gov.pl/a/DqFhjcu38

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Oblicz, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 5, w ktérych zapisie
dziesietnym wytacznie dwie pierwsze cyfry sg parzyste. Liczbe te wpisz w okienko ponizej.

Cwiczenie 2 @
Oblicz, ile jest wszystkich czterocyfrowych liczb naturalnych wiekszych od 3000, ktérych
kazda cyfra jest podzielna przez 3.

O 128
O 54
O 81

O 191

Cwiczenie 3 @
Oblicz, ile jest szesciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 125, w ktérych zapisie
dziesietnym cztery ostatnie cyfry sg nieparzyste. Liczbe te wpisz w okienko ponizej.




Cwiczenie 4
Oblicz, ile jest szesciocyfrowych parzystych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym
cyfra dziesigtek jest o 3 mniejsza od cyfry setek.

(O 315000

O 35000

(O 31500

(O 350000

Cwiczenie 5
Rozpatrujemy wszystkie czterocyfrowe liczby naturalne. Wsrod nich:

jest doktadnie 4050 liczb, ktorych cyfra dziesigtek jest mniejsza od cyfry jednosci.

jest doktadnie 100 liczb, ktérych cyfry tysiecy, setek i dziesigtek sg réwne.

jest doktadnie 90 liczb, ktérych cyfry setek, dziesigtek i jednosci sg rowne.

O o o o

jest doktadnie 800 liczb, ktérych cyfra tysiecy jest mniejsza od cyfry jednosci.



Cwiczenie 6

Rozpatrujemy zbior wszystkich liczb naturalnych dziesieciocyfrowych, ktére mozna zapisac
przy uzyciu cyfr 1, 2, 3. S3 w nim nastepujgce podzbiory:

A - liczb parzystych, ktérych kazde dwie sasiednie cyfry réznig sieo 1,

B - liczb parzystych, ktérych kazda z szesciu poczatkowych cyfr to trojka,

C - tych liczb, ktérych tylko cztery ostatnie cyfry sg nieparzyste.

Potacz w pary podane nizej liczby.

B 27
le] 16

| A 32



Cwiczenie 7 @

Rozpatrujemy zbiér wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, ktére mozna zapisaé
wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wyrdzniamy nastepujgce podzbiory:

A - liczb parzystych, ktérych suma pierwszej i ostatniej cyfry zapisu dziesietnego jest réwna 5.
B - liczb nieparzystych, ktérych suma drugiej i piagtej cyfry zapisu dziesietnego jest rowna 2.
C - liczb parzystych, ktorych suma trzeciej i czwartej cyfry zapisu dziesietnego jest rowna 11.
D - liczb nieparzystych, ktérych suma dwaoch ostatnich cyfr zapisu dziesietnego jest rowna 7.

Uporzadkuj rosngco podane nizej liczby.

C] $
| A -
| D| -
| B| -
Cwiczenie 8 O

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne siedmiocyfrowe, ktére mozna zapisaé przy uzyciu
cyfr1, 2, 3,4, 5. Jest wérdd nich:

0 tyle samo liczb podzielnych przez 2 co liczb, ktére sg podzielne przez 4 lub sg
podzielne przez 5

(] tyle samo liczb podzielnych przez 4 co liczb podzielnych przez 5.
(] dwa razy wiecej liczb podzielnych przez 2 niz liczb podzielnych przez 5

(] trzy razy wiecej liczb podzielnych przez 2 niz liczb podzielnych przez 4



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Regula mnozenia - jak wyznaczy¢ ilo§¢ liczb spelniajacych okreslone warunki?
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;

2) zlicza obiekty, stosujac reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) dla dowolnej liczby
czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:

a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1 i doktadnie jedna cyfra 2,

b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra O i doktadnie jedna cyfra 1.

Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzoréw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznaczy ilos¢ liczb spetniajacych okreslone warunki;
 obliczy, ile jest szeSciocyfrowych liczb naturalnych, ktorych zapis spetnia podane
warunki;



 obliczy, ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez okreslona cyfre,
w ktorych dziesietnym zapisie wszystkie cyfry sq mniejsze od wskazane;j;
e poda, ile jest osmiocyfrowych liczb naturalnych, ktore spetniajg podane warunki;
 obliczy, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych wiekszych od liczby wskazane;j,
w ktorych wszystkie cyfry sg parzyste.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja za i przeciw;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Reguta mnozenia - jak wyznaczy¢ ilos¢ liczb
spetniajgcych okreslone warunki?” i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia
kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Zapoznaj si¢ z przedstawiong ponizej animacja.
Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozwiazanie zadania, w ktorym pokazane jest, jak
wyznaczyc¢ ilos¢ liczb podzielnych przez 8, ktorych cyfry podlegaja pewnym



ograniczeniom.” z sekcji ,Animacja”. Uczniowie zapoznaja si¢ z treScig materiaty,
nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,41 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupetnia informacie.

. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Reguta mnozenia - jak wyznaczy¢ ilos¢ liczb
spetniajgcych okreslone warunki?”).

Materialy pomocnicze:

» Reguta mnozenia, reguta dodawania

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekgcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Reguta mnozenia - jak wyznaczyc¢ ilos¢ liczb spetniajgcych
okreslone warunki?”.


https://epodreczniki.pl/a/regula-mnozenia-regula-dodawania/DF7GDx8s9

