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Zrédto: Brett Jordan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Ten material poSwiecimy na prezentacje zastosowan wzoru dwumianowego Newtona.

Pokazemy przydatne tozsamos$ci dotyczace wspotczynnikow dwumianowych, nazywanych
tez symbolami Newtona.

Przy ich uzasadnianiu bedziemy odwotywac sie do stosownych modeli kombinatorycznych,
jak rowniez do rozwinie¢ odpowiednio dobranych wyrazen dwumianowych.

Wsrod omawianych przykladow oraz zadan proponowanych do samodzielnego rozwigzania
znajda sie takie, ktore wykraczajg poza wymagania podstawy programowejna poziomie
rozszerzonym. 53 one, jak sie wydaje, interesujacym uzupeinieniem szkolnej tematyki
zwigzanej z dwumianem Newtona.

Twoje cele

o Udoskonalisz umiejetno$¢ postugiwania si¢ wyrazeniami zawierajacymi
wspotczynniki dwumianowe.

» Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne, w ktorych wystepuja liczby zapisane za
pomocg takich wspotczynnikow.

» Przeksztalcisz wyrazenia algebraiczne zapisane za pomoca wspotczynnikow

dwumianowych.



» Stosujgc wiasnosci wspotczynnikow dwumianowych zapiszesz zaleznosci miedzy
takimi wspolczynnikami na dwa sposoby, dzieki czemu uzasadnisz przydatne

tozsamosci.
e Obliczysz sumy zapisane z uzyciem wspotczynnikéw dwumianowych.



Przeczytaj

Dwumian Newtona to nazwa twierdzenia, zgodnie z ktorym potege dwumianu mozna
rozwing¢ w sume jednomianow, przy ktorych wspotczynniki liczbowe sg odpowiednimi
symbolami Newtona. Wspolczynniki te zwane sg wspotczynnikami dwumianowymi.

Jesli a, b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi i n jest dodatnig liczba catkowita, to:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b) —(O)a +(1>a b—|—<2)a b +...—i—<n_1)ab —i—(n)b

Przyktad 1
Rozpatrzmy jedenasta potege dwumianu 1 + z, czyli wyrazenie (1 + ).

Poniewaz
l+2)=0+2)-Q+z) ...-(1+x),
h 11czy;1;11k()w 3
wiec powyzsze rozwiniecie jest sumg wyrazow postaci 1% .z
k=0,1,2,...,11.
Oznacza to, ze po redukcji wyrazow podobnych, otrzymamy wielomian zmiennej z, ktory

1=k gdzie

jest suma jednomianéw postaci ay, - z¥, gdzie k = 0,1,2,...,11.

Wynika z tego, ze kazdy ze wspolczynnikow ay, jest liczbg catkowitg; w szczegodlnosci bez
trudu ustalimy, ze ap = a11 = 1 oraz a1 = ajp = 11.

Obliczymy, ile jest rowne ay.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze obliczenie a7y polega na ustaleniu, na ile sposobow z zapisanych powyzej 11
czynnikow (1 + x) mozna do iloczynu wybra¢ doktadnie 7 sktadnikow z (wtedy,
oczywiscie, z kazdego z pozostatych 4 czynnikéw wybieramy do iloczynu sktadnik 1).
Poniewaz kazdy taki wybor 7 sktadnikow « z 11 dostepnych czynnikéw postaci (1 + )
to 7 - elementowa kombinacja ze zbioru 11 - elementowego, wiec wspotczynnik a7 jest

11
réwny ay = (7> = - = 330.

Rozumujgc podobnie stwierdzimy, ze dla kazdego k = 0,1,2,...,11 wspolczynnik ay,

. 11 . . L . . :
jest rowny ( ;| wiec omawiane rozwinigcie mozna zapisa¢ w postaci

—

)11 o

+x
11 11 11 11 11 11

0 1 2 3 4 5
(0)x +<1)x +(2>x +<3>x —|—(4)x +(5)x+

(
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11 11 11 11 11 11
6 7 8 9 10 11 _
+<6):L' +(7)a: —|—<8)w —I—(g)x +<1O)x -l-(ll)a:
=21 + 11219 + 5529 + 16528 + 33027 + 46225+
+462z° 4+ 330z* 4+ 16523 + 5522 + 11z + 1.

Twierdzenie: wzér dwumianowy Newtona

Dla dowolnych liczb a, b oraz dowolnej dodatniej liczby catkowitej n prawdziwy jest wzor

(a+b)" =

_ n n n n—1 n n—212 n n—kpk n n
—<O>a —Ir(l)a b+<2)a b+...+(k>a b—i—...+(n>b.

Dla dowodu zauwazmy, ze rozwiniecie n - tej potegi dwumianu (a + b) jest sumg
wyrazow postaci wy, - a™ % - b, gdzie k = 0,1,2,...,n — 1,n.

Dla kazdejz mozliwych wartosci k obliczenie wspotczynnika wy, polega na ustaleniu, na
ile sposobéw z n czynnikéow (a + b) mozna do iloczynu wybra¢ doktadnie k sktadnikow b
(wtedy, oczywiscie, z kazdego z pozostatych n — k czynnikéw wybieramy do iloczynu
sktadnik a).

Poniewaz kazdy taki wybor k sktadnikéw b z n dostepnych czynnikéw postaci (a + b) to
k - elementowa kombinacja ze zbioru n - elementowego, wiec dla kazdego
k=0,1,2,...,n — 1,n wspolczynnik wyg, nazywany k - tym wspotczynnikiem

dwumianowym, jest rowny ( k:) .

Stad
(a+0)" =

_ n n n n—1 n n—212 n n—kpk n\.n
—<O>a +(1>a b+<2)a b+...+(k)a b+...+(n>b.

W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Uwaga. Zamieniajgc miejscami sktadniki a i b we wzorze (a + b)" dostaniemy (b + a)",
a te wyrazenia sg, oczywiscie, tozsamosciowo rowne. Z porownania wspotczynnikow
dwumianowych stojgcych przy tych samych jednomianach wynika rownos¢

(Z) = (n ﬁ k) , prawdziwa dla liczb catkowitych n, k spetniajagcych warunek
0<k<n.

Przyktad 2

, . (2020 2020 2021
Wykazemy,ze( - )+< 3 ):( 8 )

Rozwigzanie
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Aby wykazaé powyzsza réwnos¢, obliczymy na dwa sposoby wspoétczynnik przy a8

o 2021
w rozwinieciu (1 + z)™ .

Stosujac wzor dwumianowy stwierdzamy, ze wspotczynnik przy £ w rozwinieciu
2021

(1 + 2)*! jest rowny ( 3 )

Zauwazmy z kolei, ze prawdziwa jest rownos¢

(1 + 26)2021 — (1 + ZL’) . (1 4+ 13)2020 — (1 + $)2020 +x- (1 —|—£U)2020.

Ze wzoru dwumianowego zastosowanego do rozwiniecia (1 + z)?*?° odczytujemy, ze
2020

g ) wspotczynnik przy z7 jest w nim rowny

wspoOtczynnik przy z8 jest w nim réwny

202 502
( 07 O)  wige wrozwinigciu & - (1 + )™ wspolczynnik przy * jest rowny ( 07 0) .

Oznacza to, ze w rozwinieciu sumy (1 + z wspotezynnik przy z®

) , 2020 2020
jest rowny - + 3 /)

Z twierdzenia o wielomianach réwnych otrzymujemy stad, ze

2020 2020 2021 , . . g
< . ) + < 3 ) = ( g ),ato wiasnie nalezalo udowodnic.

2020 2020
) )

+z-(1+z

Twierdzenie: rekurencyjna zalezno$¢ miedzy wspétczynnikami dwumianowymi

Dla liczb catkowitych n, k spetniajacych warunek 0 < k < n prawdziwa jest rownos$¢

n n n _(n+1
k k+1) \k+1)
Dowod przeprowadzamy rozumujgc podobnie, jak w przyktadzie 2: obliczymy na dwa

sposoby wspotczynnik przy z* w rozwinieciu (1 + z)" .

Stosujgc wzor dwumianowy stwierdzamy, ze wspotczynnik przy zF+1

1
(14 )" jest rowny <n + )

W rozwinieciu

k+1
Zauwazmy teraz, ze prawdziwa jest rownosc
I+z)"'=0+2z) - Q1+z)"=Q+z)"+z-(1+2)"

Ze wzoru dwumianowego zastosowanego do rozwiniecia (1 + )™ odczytujemy, ze

wspol ik k+1 : . , n , . k- .
polezynnik przy & jest w nim rowny { L)@ wspotczynnik przy z* jest w nim
n

rowny (k) ,awiec w rozwinieciu z - (1 4 )" wspoétczynnik przy z*t! jest rowny (Z) .

Oznacza to, ze w rozwinieciu sumy (1 + z)" + z - (1 4+ z)" wspotezynnik przy 2 jest

. n n n
rowny b1 k)
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Z twierdzenia o wielomianach réwnych otrzymujemy stad, ze

n + n _(nt! a to wilasnie nalezato udowodnic¢
k k+1)  \k+1) '

Uwaga. Powyzszg tozsamoS$¢ mozna uzasadnic¢ algebraicznie, przeksztatcajgc
nastepujgco:

n n n! n!
k T k+1 - k! (n—k)! + (k1)1 (n—k—1)! -
|

— n n!

= WR) ()T T DR (D)

_ ! 1 1) _
= oy (it ET) =

_ n! n—k+k+1 n! n+1 o
— k10 (nk)k+rl) — E(m—Fk-1!  (nk)(krl)
_ nl(nt1) (e  fnt1

T k(1) (k) (n—k=1)! T (kD)L (n—R)! T\ 1)

To wtasnie nalezato udowodnic.

Przyktad 3

20
Obliczymy warto$¢ sumy S wspolczynnikow dwumianowych postaci ( f ) , gdzie
k=0,1,2,...,20:

S—2O+2O—|—20—|—+20+20
~\0 1 2 \19 20)
Rozwigzanie

I sposob

Rozpatrzmy wszystkie podzbiory 20-elementowego zbioru A = {ay, as,as, ..., a}. Jak
juz wiemy, jest ich ogotem 2%0.

Podzbiory te mozemy réwniez podzieli¢ na roztgczne grupy ze wzgledu na liczbe
elementow podzbioru - wyr6znimy wtedy podzbiory o liczbie elementow réwne;j
0,1,2,...,20.

Wobec tego liczbe wszystkich podzbioréow zbioru A mozemy zapisa¢ tez drugim
sposobem, w postaci sumy

20 n 20 n 20 T 20 n 20
0 1 2 19 20/
. (20 20 20 20 20\ o , o2
Oznaczato,ze(o)+<1)+<2>+...+<19)+<20> = 2% awiec § = 2°°.
IT sposo6b

Przyjmujemy we wzorze dwumianowym: a = 1,b = 1, n = 20.
Otrzymujemy wtedy rownos¢
(1+1)* =



_ 20 20 20 19 20 18 2 20 20
_<0> 1 +(1> 119.1+ 5 11812 4 ..+ 50 120 —
_20+20+20++20
~\0 1 2 20/’

(20 20 20 20\ 50
stqu—<0>+<1>+(2)+...+<20>—2 .

Rozumujgc podobnie, jak w rozwigzaniu powyzszego przyktadu zauwazymy, ze dla
kazdego zbioru n-elementowego liczbe jego wszystkich podzbioréw mozna zapisa¢ na
dwa sposoby: jako 2" lub w postaci sumy

(5) < ()~ (5) ()

Prawdziwe jest zatem twierdzenie.

Twierdzenie: o sumie wspétczynnikéw dwumianowych

Dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn prawdziwa jest rownosc

() () (2) o (7) -2

21
Obliczymy wartos¢ sumy w wspotczynnikow dwumianowych postaci < 5 kz) , gdzie
k=0,1,2,...,10:

_21+21+21++21+21
“=\o 2 a) " as) T \20)
Rozwigzanie
I sposdb

Rozpatrzmy 20-elementowy zbior A = {ay, as, as, . . ., az} oraz element b ktory nie
nalezy do A.

Wtedy dowolny podzbiér zbioru A mozemy wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowac
do zbioru otrzymanego przez dotaczenie elementu b do tego podzbioru. W ten sposob
wszystkie podzbiory 21-elementowego zbioru {ay, as, as, . . ., as, b} zostaty podzielone
na pary takich podzbioréw, ktore roznig sie tylko jednym elementem b. Zatem liczba
elementow w podzbiorach w kazdej opisanej parze rozni si¢ o 1.

Tak dobranych par jest tyle, ile wszystkich podzbiorow zbioru A, czyli 220, Ponadto
dokladnie jeden z podzbioréow w kazdejz opisywanych par ma parzystg liczbe
elementow.

Oznacza to, ze wszystkich podzbioréw zbioru {a, as,as, . . . , asy, b} o parzystejliczbie
elementow jest 220




Poniewaz liczbe wszystkich podzbiorow 21-elementowego zbioru, ktore majg parzysta
liczbe elementow mozna zapisac jako

21+21+21++21+21
0 2 4 18 20)°
wiec w = 2%,
IT sposo6b
. .y . . 21 ‘
Rozpatrzmy sume ¢ wspotczynnikoéw dwumianowych postaci ok 4 1 , gdzie
k=0,1,2,...,10:

= () () () () 4 (2):

Korzystajac z rownosci

21 21
< ) — ( ),prawdziwej dla kazdejliczby catkowitej k speiniajacej warunek

k 21 — k
0 < k < 21, otrzymujemy:
‘o (21) N (21) N (21) P (21) n (21) _
1 3 5 19 21

(21 21 21 21 21\
~(30)+ (5) + C5) + -+ (3)+ ()
Ponadtot +w = <21> + (21) + (21) + (21> +
0 1 2 3

Wobec tego 2w = 22!, a wiec w = 2%,

21 21\ ..,
+ (20) + (21) =2

Uwaga. RoOwno$¢ w = t mozna udowodni¢ rowniez w nastepujacy sposob.

Jezeli we wzorze dwumianowym przyjmiemy: a = 1, b = —1, n = 21, to otrzymamy
rownosc

(1+(-1))" =

- (201> o (211) ey (221) 0

+(231).118.(—1)3+...+(§(1)) +(21>
)6 ) ()

91 21 21
Stad 0°" = ((0) + <2> + ..
awiecw —t =0, czyliw = t.

Rozumujac podobnie, jak w rozwigzaniu sposobem I powyzszego przyktadu zauwazymy,
ze dla kazdego zbioru n-elementowego liczba jego wszystkich podzbiorow o parzyste;j
liczbie elementow jest rowna liczbie wszystkich podzbiorow tego zbioru, ktore maja
nieparzystg liczbe elementow.

Mozna tez odwotac sie do wzoru dwumianowego - przyjmujagc wnim a = 1,b = —1

otrzymujemy rOwnosc
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1+ (-1))" =

(o) 7 (1) 0 () e ()

prawdziwa dla kazdejliczby catkowitejn > 1.
Wrynika stad, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej prawdziwa jest rownos¢

n n n n n n
Z , w ktorym £ jest liczbg parzysta

zapisany jest ze znakiem plus, a kazdy taki wyraz, w ktorym k jest liczba nieparzystg

Poniewaz po jejlewej stronie kazdy wyraz postaci

zapisany jest ze znakiem minus, wi¢c suma wszystkich wyrazoéw postaci ) , w ktorych

k
k jest liczba parzysta jest rowna sumie wszystkich wyrazéw tej postaci, w ktorych k jest
liczbg nieparzystg.

Podsumujemy powyzsze spostrzezenia, majac na uwadze, ze liczba wszystkich
podzbiorow zbioru k - elementowego jest réwna 2".

Twierdzenie: o liczebnosci podzbioréw

W kazdym zbiorze n - elementowym (n > 1) liczba wszystkich jego podzbiorow
o parzystejliczbie elementow jest rowna liczbie wszystkich podzbiorow tego zbioru
o nieparzystej liczbie elementéw i kazda z tych wartosci jest rowna 271,

Przyktad 5
Wyznaczymy liczbe catkowitg ¢, dla ktorej zachodzi rownos¢

100 n 100 4 100 T 100 _ ot

1 5 9 Cro\9r) T

. : . , y : (100

w ktorej po lewej stronie jest suma wspotczynnikow dwumianowych postaci dm+1)
gdziem =0,1,2,...,24.
Rozwigzanie

Korzystajgc z twierdzenia sformutowanego powyzej zauwazamy, ze liczba wszystkich
podzbioréw zbioru 100-elementowego, ktore maja nieparzystg liczbe elementow jest
rowna 2%,

Stad otrzymujemy rownosc

100 n 100 n 100 P 100\ 999
1 3 5 o\ ) T
Poniewaz dla kazdejliczby catkowitej k spetniajacejwarunek 0 < k < 100 zachodzi

zaleznos¢ 100 = 100 wiec w szczegolnosci
k)~ \100—k) ™€ g
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100 100
= i — 1 c e 24
(4m + 1) (100 — (4m + 1)> gddem =0,1,..,

Wobec tego po lewej stronie rozpatrywanejrownosci odnajdujemy 25 par rownych liczb,
zatem mozemy jg przeksztatci¢ do postaci

100 100 100 100\ o9
2-<1>+2-(5>+2-<9)+...+2 <97)_2,

100 100 100 100\ o5 . .
skad(1)+<5>+(9>+...+<97)—2 ,wiec t = 98.
Przyktad 6

Obliczymy sume cyfr zapisu dziesigetnego liczby

ot (e () e (3 o (9)

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kolejne skladniki wystepujgce w [ sg liczbami postaci

9 2k __ 9 k 9—k
- (o

gdzie k =0,1,2,...,9, cooznacza, ze w [ wystepuja wszystkie sktadniki rozwiniecia
(9+1)°, czylil = (9 +1)” = 10° = 1000000000.
Wobec tego suma cyfr zapisu dziesietnego liczby [ jest rowna 1.

Przyktad 7

Wyznaczymy warto$¢ dodatniego wspotczynnika m, wiedzac, ze po rozwinieciu
wyrazenia (2:1:2 + = ) ? otrzymujemy sume, w ktorej sktadnik niezawierajacy « jest rowny
489888.

Rozwigzanie

. ’ . . . 2 . m
Korzystamy ze wzoru dwumianowego, w ktorym przyjmujemy a = 2z, b = 7+ oraz
n=29.
Po rozwinig¢ciu zadanego wyrazenia otrzymujemy sume, ktorej sktadniki mozemy zapisac

w postaci (Z) - (2x2)9_k : (%)k, gdzie k =0,1,2,...,9.

Poniewaz

(3 e (21 - (2o o

_ (2) 99—k .k . 209-k)—k — (Z) 99—k .k . £18-3k

wigc wyrazem niezawierajgcym x jest ten, w ktorym wyktadnik 18 — 3k jest rowny 0.
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9
Zatem 3k = 18, skad k = 6, czyli ten szukany wyraz jest rowny (6) 2976 . mb = 672mS.
Otrzymujemy wobec tego rownanie 672m5 = 489888, skad m® = 729 = 3°, a wiec
m = 3.
Stownik
k - elementowa kombinacja zbioru n - elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n - elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k£ -elementowych kombinacji zbioru n -elementowego

liczba wszystkich k - elementowych kombinacji zbioru n - elementowego, gdzie
0 < k < n,jestréowna

(n) o () (k)
L) T HmoR 12 %

wzoér dwumianowy Newtona

dla dowolnych liczb a, b oraz dowolnej dodatniej liczby catkowitej n prawdziwy jest wzor
(a+8)" =

_ n n n n—1 n n—212 n n—kpk n n
—<O>a +<1>a b+<2>a b+...+(k>a b+...+(n)b

wspotczynnik dwumianowy

w rozwinieciu dwumianu wspoélczynnik liczbowy zapisany przy wyrazie tego
rozwini¢cia.
W szczegdlnosci k-tym wspotczynnikiem dwumianowym w rozwinieciu (a + b)"™ jest

n
I
iczba <k>




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzania zadan dotyczacych wtasnosci wspotczynnikéw dwumianowych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWobgldb6

Film nawigzujacy do tresci lekcji, dotyczacy zastosowania dwumianu Newtona
w kombinatoryce.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadow oméwionych w powyzszej animacji, rozwigz samodzielnie
nastepujace zadania.

a) Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n prawdziwa jest réwnosc
3 4 5 n n+1 n+2 n+3
(6)+(6) = ()= () + (1) + (737) - ("07)

b) Korzystajac z otrzymanej réwnosci udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n

prawdziwa jest rownosc

2 1
13+23+33+...+n3:6-(n13)—6-<n; >+(n_2F )



https://zpe.gov.pl/a/DWobqldb6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

5 _
Liczbe (2 + \/5) mozna zapisa¢ w postaci k + n\/3, gdzie k i n to dodatnie liczby

catkowite. Oblicz k + n.
Zakoduj ponizej kolejno cyfry setek, dziesigtek i jednosSci otrzymanej sumy.

Odpowiedz: k + n= ‘ H H

Cwiczenie 2

. , . ... 6
Oblicz wspoétczynnik przy ' w rozwinieciu (x2 + 4z + 4) .

Odpowiedz:

Cwiczenie 3
Suma

(2) « () = (8) = (5) Go) = () () o) = (i) + (o)

jest réwna

O 221
O 220
O 2201

O 22 -1




Cwiczenie 4

Srednia arytmetyczna szesnastu liczb:
15 15
0/)'\1

jest réwna

213
211

216

o O O O

215

Cwiczenie 5

Potacz w pary réwne liczby.
45 . 46 i 47 i 48 e
45 45 45 45 :
52 i 51 I 50 . 50
43 9 10 41
51 i 51 . 52
44 45 44

i

15

2

15
15

)



Cwiczenie 6

Rozpatrzmy sume
0 0.6 6. 0 6 6
0 1 2 3 4 5 6 7
§ = 57 + 56 + 55 + 54 + 53 + 52 + 5T + GUNE
Oblicz s, a nastepnie zakoduj kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesietnego otrzymanej liczby.

Odpowiedz: ’ ‘ ’ ‘

Cwiczenie 7

Wsrod wszystkich wyrazéw w rozwinieciu wyrazenia
9
(Vz+32)

jest taki, ktéry nie zawiera . Wynika stad, ze ten wyraz

jest wiekszy niz 1000.
jest mniejszy niz 200.

jest wiekszy niz 100.

o o O 0O

jest mniejszy niz 900.



Cwiczenie 8

Rozpatrzmy liczbe

. <\/§+1)10

Liczba m jest najwiekszg sposrod wszystkich liczb catkowitych mniejszych od .
Oznacza to, ze cyfra jednosci liczby m:

jest mniejsza od 7.
jest nieparzysta.

jest podzielna przez 3.

O o o o

jest wieksza od 4.



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowania dwumianu Newtona w kombinatoryce

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca wyrazenia arytmetyczne, w ktorych wystepujg liczby zapisane za pomoca
wspotczynnikow dwumianowych,

o przeksztalca wyrazenia algebraiczne zapisane za pomocg wspotczynnikow
dwumianowych,

 zapisuje zaleznoSci miedzy wspotczynnikami dwumianowymi na dwa sposoby, dzieki
czemu uzasadnia przydatne tozsamosci,

 oblicza sumy zapisane z uzyciem wspotczynnikow dwumianowych.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rOzmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Animacja”.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu oraz celow lekcji, a nastgpnie okreslenie kryteriow
sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg definicje dwumianu Newtona

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metoda tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszajg pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane s3 na forum klasy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Animacja”
Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.
3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Symbol Newtona
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Zastosowania dwumianu Newtona w kombinatoryce”.
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