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Od kiedy nauczytes si¢ wykonywac¢ dziatania na utamkach zwyktych, mniejlub bardziej
Swiadomie uzywasz dzielnikow i wielokrotnosci liczb. Dzieje sie¢ to m.in. wowczas, gdy
skracasz lub dodajesz utamki, wylaczasz czynnik przed znak pierwiastka czy rozktadasz na
czynniki pierwsze.

W tejlekcji przypomnimy, rozszerzymy i uporzadkujemy wiadomosci o dzielnikach
i wielokrotnosciach.

Twoje cele

Wyznaczysz dzielniki dowolnejliczby naturalne;.

Wyznaczysz wielokrotno$ci liczb naturalnych.

Wyznaczysz calkowite wielokrotnosci liczb rzeczywistych.

Zastosujesz cechy podzielnosSci przez wybrane liczby naturalne.



Przeczytaj

Definicja: Dzielnik liczby naturalnej

Dzielnikiem liczby naturalnejm nazywamy taka liczbe naturalna dodatnig d, dla ktorej
istnieje dokladnie jedna liczba naturalna k taka, ze m = d - k.

Definicja: Dzielnik catkowity liczby catkowitej

Dzielnikiem catkowitym liczby catkowitej m nazywamy taka niezerowq liczbe catkowitg d

, dla ktorejistnieje dokladnie jedna liczba catkowita k taka, ze m = d - k.

Zatem ilekro¢ bedzie mowa o dzielniku, bedziemy rozwaza¢ dzielnik bedacy liczbg
naturalng.

Przyktad 1

3/6,bo6=2-3

~3|12,bo 12 = —3 - (—4)

—3|(—18),bo—18 = —3- 6

3/(—21),bo —21 = 3 - (—7)

Dzielniki liczby naturalnejm mniejsze od liczby m nazywamy dzielnikami wla$ciwymi
liczby m.

Przyktad 2

Dzielniki liczby 6 to 1, 2, 3 i 6. Dzielniki wtasciwe liczby 6 to 1, 2, 3.

Dzielniki liczby 28 to 1, 2, 4, 7, 14, 28. Dzielniki wlasciwe liczby 28 to 1, 2, 4, 7, 14.
Wazne!

Zauwaz, ze suma dzielnikow wtasciwych liczb 6 i 28 jest rowna tym liczbom (
1+24+3=6o0razl+ 244+ 7+ 14 = 28). Takie liczby nazywamy doskonatymi.

Przyktad 3

Suma dzielnikow wiasciwych liczby 10to1 +2 4+ 5 = 8.

Suma dzielnikow wiasciwych liczby 12to1 4+ 2 + 3 +4 4 6 = 16.
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Liczbe naturalng nazywamy deficytowa, jesli suma jej dzielnikow wilasciwych jest mniejsza
niz ona sama.

Liczba 10 jest liczba deficytowg, bo wszystkie jej dzielniki wtasciwe to 1, 21 5, za§ ich suma
tol+2+5=8<10.

Liczbe naturalng nazywamy nadmiarowa, jesli suma jej dzielnikow wilasciwych jest wieksza
niz ona sama.

Liczba 12 jest liczbg nadmiarowg, bo wszystkie jej dzielniki wiasciwe to 1, 2, 3,41 6, zas ich
sumatol+2+3+4+6=16 > 12.

Liczby zaprzyjaznione to para roznych liczb naturalnych, takich ze suma dzielnikow
wiasciwych kazdej z tych liczb rowna sie drugiejliczbie.

Przyktad 4
Rozwazmy liczby 220 i 284.

Dzielniki wlasciwe liczby 220 to: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, za$ ich suma to
1+24+44+5+10+11+ 20+ 22+ 44 + 55+ 110 = 284.

Dzielniki wtasciwe liczby 284 to: 1, 2, 4, 71, 142, zas ich suma to
1+24+4471+ 142 = 220.

Oznacza to, ze liczby 220 i 284 to liczby zaprzyjaznione.

Liczba pierwsza to liczba naturalna, ktora posiada doktadnie dwa rézne dzielniki: 1 i sama
siebie.

Przyktad 5
Liczba 7 jest liczbg pierwszg, poniewaz dzieli si¢ tylko przez 1 i samg siebie.

Liczba 6 nie jest liczbg pierwszg, poniewaz dzieli si¢ przez liczby 1, 2, 3, 6.

Liczbe naturalng, ktéra posiada wiecejniz dwa dzielniki nazywamy liczba zloZzona.
Wazne!
Zauwaz, ze liczby 0 i 1 nie s3 ani liczbami pierwszymi, ani liczbami ztozonymi.
Przy szukaniu dzielnikow liczby przydaja si¢ cechy podzielnosci. Przypomnimy teraz kilka

z nich.

Zwrbocmy przy okazji uwage na wyrazenia typu “cyfra znajdujaca sie¢ w rzedzie jednosci
dzieli sie przez 2” oraz “suma cyfr”. Cyfr nie mozna dodawac ani dzieli¢, poniewaz s3 to
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znaki graficzne do zapisywania liczb. Powyzsze wyrazenia funkcjonuja jako zwigzki
frazeologiczne i sg skrotami odpowiednio od “liczba jednocyfrowa reprezentowana przez
cyfre znajdujgca sie w rzedzie jednosci” oraz “suma liczb jednocyfrowych
reprezentowanych przez cyfry danejliczby”.

Chociaz cechy podzielnosci latwo si¢ stosuje, to ich formalne dowody nie zawsze s3 proste
i czesto wykorzystuja pojecia takie jak kongruencije (czyli przystawanie liczb modulo), ktore
wykraczaja poza program szkoty Srednie;j.

Przyktad 6

Wyznaczymy cyfr¢ oznaczong litera z tak, aby liczba 12345678z byta podzielna przez 6.
Aby liczba byta podzielna przez 6 wystarcza, aby byta podzielna przez 2 i przez 3.

Z podzielnoSci przez 2 wynika, ze x jest jedng sposradd liczb: 0, 2, 4, 6, 8.

Suma cyfr rozwazanejliczbytol +2+3+4+5+ 6+ 7+ 8 4 = 36 + z. Bedzie ona
podzielna przez 3, gdy « bedzie réwne 0, 3, 6 lub 9. Zatem jedynymi liczbami
spetniajgcymi oba warunki sg 0 i 6.

Stad z = 0lubz = 6.

Wielokrotnoscig liczby naturalnej m nazywamy kazdy jejiloczyn przez dodatnig liczbe
naturalng k. Zatem kolejnymi wielokrotnosciami liczby m sa: m, 2m, 3m,4m, .. ., k-m, ...

Wazne!
Zauwazmy, ze liczba naturalna ma nieskonczenie wiele wielokrotnosci.

Catkowitg wielokrotnoscia liczby rzeczywistej z nazywamy kazdy jejiloczyn przez liczbe
catkowita k.

Przyktad 7

Wielokrotno$ciami liczby 3 sg liczby 3, 6,9, 12, .. ., 3k, .. ., gdzie k jest dodatnig liczba
naturalng.

Przyktad 8

Rozwigzujac réwnania trygonometryczne spotkasz sie z catkowitymi wielokrotnosciami

liczbym: ..., —3mn, —2m, —m, 0, 1, 2m, 3m, . . .

Stownik

cecha podzielnosci
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sposob (metoda, algorytm) umozliwiajacy sprawdzenie, czy jedna liczba naturalna d dzieli
inng liczbe naturalng m bez wykonywania dzielenia; zwykle sprowadza si¢ do
sprawdzenia, czy inna liczba — mniejsza od liczby m - dzieli si¢ przez d, co jest
rownowazne podzielno$ci m przez d

dzielnik liczby m

liczba naturalna dodatnia d jest dzielnikiem liczby naturalnejm, gdy istnieje liczba
naturalna k, dla ktorejm = d - k

dzielnik catkowity liczby m

niezerowa liczba catkowita d jest dzielnikiem catkowitym liczby catkowitejm, gdy
istnieje liczba catkowita k, dla ktorejm = d - k

wielokrotnos¢ liczby m

liczba naturalna w jest wielokrotnoscig liczby naturalnejm, gdy istnieje dodatnia liczba
naturalna k, dla ktorejw = m - k

catkowita wielokrotnos¢ liczby x

liczba rzeczywista w jest catkowitg wielokrotnoscig liczby z, gdy istnieje liczba catkowita
k, dla ktorejw =m - k



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Sprawd?z sie! Przed Tobg test sktadajacy sie z siedmiu pytan jednokrotnego wyboru.

Powodzenia!

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DluwxJlhy

Polecenie 2

Przygotuj dla kolezanki lub kolegi podobng gre. Ut6z samodzielnie 5 pytan na temat dzielnikéw
i wielokrotnosci.



https://zpe.gov.pl/a/D1uwxJIhy

Sprawdz sie
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Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Liczba zero ma nieskonczenie wiele dzielnikow.

Liczba jeden jest dzielnikiem wtasciwym kazdej liczby naturalne;j.

Dzielnik wtasciwy liczby n jest mniejszy od liczby n.

Kazda liczba naturalna jest swojg wtasng wielokrotnoscia.

Kazda catkowita wielokrotnos¢ liczby niewymiernej jest liczbg niewymierna.

Liczba jeden jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej.

Liczba zero nie ma dzielnikow.



Cwiczenie 2

Dla podanych liczb wyznacz liczbe ich dzielnikéw i liczbe dzielnikéw wtasciwych.
Whisz prawidtowe liczby w wyznaczone miejsca. Jesli brak wpisz "0".

Liczba dzielnikow

Liczba = Liczba dzielnikéw liczby x .. )
wiasciwych liczby x

9

8

pz, gdzie p jest liczba
pierwsza

pq, gdzie pi q sa liczbami

pierwszymi

p3, gdzie p jest liczba
pierwsza

Cwiczenie 3

Udowodnij, ze liczba 496 jest liczba doskonata.

Cwiczenie 4

Udowodnij, ze liczby 1184 i 1210 s3 liczbami zaprzyjaznionymi.




Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Ocen, ktore z ponizszych zdan sg fatszywe, a ktore prawdziwe. Przeciggnij i upusc.

Zdania prawdziwe

Jesli iloczyn dwéch liczb dzieli
sie przez 6, to przynajmniej jedna
z nich dzieli sie przez 6.

Zdania fatszywe

Jésdli liczba dzieli sie przez 12, to
dzieli sie przez 2 i przez 6.

Jedli liczba dzieli sie przez 6, to
dzieli sie przez 2 i przez 6.

Cwiczenie 7

Jesli liczba dzieli sie przez 3
i przez 6, to dzieli sie przez 18.

Jesli liczba dzieli sie przez 12, to
dzieli sie przez 4 i przez 3.

Jésdli liczba dzieli sie przez 2
i przez 4, to dzieli sie przez 8.

Jesli liczba dzieli sie przez 2
i przez 6, to dzieli sie przez 12.

Jésdli liczba dzieli sie przez 2
i przez 3, to dzieli sie przez 6.

Jesli liczba dzieli sie przez 4
i przez 3, to dzieli sie przez 12.

@




Cwiczenie 8 @
Znana jest cecha podzielnosci przez 11:

Liczba n dzieli sie przez 11 doktadnie wtedy, gdy przez 11 dzieli sie réznica sumy cyfr liczby n
stojgcych na miejsca parzystych i sumy cyfr liczby n stojgcych na miejscach nieparzystych.

Sprawdzmy, czy liczba 981357 dzieli sie przez 11.

Suma cyfr stojagcych na miejscach parzystychto 5 + 1+ 9 = 15.

Suma cyfr stojgcych na miejscach nieparzystychto 7 4+ 3 + 8 = 18.

Réznica tych sumto 15 — 18 = —3.

Poniewaz (—3) nie jest podzielna przez 11, wiec liczba 981357 réwniez nie dzieli sie przez 11.

Zaznacz, ktére z podanych liczb dzielg sie przez 11.

355893
6261728
1057742
58242389

62133786
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Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzielniki i wielokrotnos$ci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie
trudniejsze niz: a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych, b)

......

dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;
kompetencje cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza dzielniki dowolnejliczby naturalne;.

» wyznacza wielokrotnosci liczb naturalnych.

» wyznacza catkowite wielokrotnosci liczb rzeczywistych.

« analizuje cechy podzielnosci przez wybrane liczby naturalne.

Strategie nauczania:

 strategia asocjacyjna;
 strategia problemowa.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



« mapa mysli;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Dzielniki i wielokrotnosci” oraz celow lekcii,
a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,,Gra
edukacyjna” - ,Gra - Milionerzy” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢
z materialem. Po ustalonym wczes$niej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego
zrozumieniem i thumaczy je.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na

zajeciach.

e Cechy podzielnosci liczb
» Rozkladanie liczb na czynniki pierwsze

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Dzielniki

i wielokrotnos$ci”,


https://epodreczniki.pl/a/cechy-podzielnosci-liczb/DiBeGDPWi
https://epodreczniki.pl/a/rozkladanie-liczb-na-czynniki-pierwsze/D14Gk0Xun

