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Matematycy to osobliwy narod — wszystko
chcg upraszczac¢. Nie wystarczy im mnozenie
wielomianow, ale jeszcze musza wymyslac
dziwne wzory, ktore wedtug jednych
pomagaja, a wedtug innych tylko gmatwajg
obliczenia algebraiczne.

Nawet Goethe zauwazyl, ze ,Matematycy sa
jak Francuzi: cokolwiek im sie powie, od razu
przekiadajg to na swoj wiasny jezyk i wowczas
Staje si¢ to zupeltnie czyms innym”.

Czy wiec warto poznawac kolejny wzor
skroconego mnozenia? Przekonaj sie,
analizujac tresci zawarte w tym materiale.
Omowimy tu wzor na sume szescianow.

Twoje cele

Zrédto: Pexels, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Johann Wolfgang von Goethe
Zrodto: Gerhard von Kiigelgen, dostepny w internecie:
www.wikimedia.commons.org, domena publiczna.



e Poznasz wzor skroconego mnozenia na sume szescianow.
o Zastosujesz wzor skroconego mnozenia na sume szescianow do przeksztatcania
wyrazen algebraicznych i arytmetycznych.



Przeczytaj

Kolejny wzor skroconego mnozenia ktory poznamy, nie jest tak fatwy do wyprowadzenia jak
poprzednie. Aby uzyskaé¢ ten wzor, roztozymy na czynniki dwumian a® + b®. Niestety nie
bardzo wiadomo jak sie do tego zabrac. Nie ma tu mozliwosci grupowania wyrazow, ani
stosowania znanych nam wzoréw skréoconego mnozenia, ani wytaczenia wspolnego
czynnika poza nawias. Musimy wiec zastosowaé inny ,chwyt” - dodamy a’b odejmiemy a?b.

a4+ =a+a’h—a’b+ b

2 azdrugiejb.

Grupujemy wyrazy i z pierwszej sumy wyltaczamy poza nawias a
a® + b = a’(a+b) — b(a® — b?)

Roznice a? — b? zapisujemy w postaci iloczynu (a + b)(a — b), korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow i z tak powstatego wyrazenia, wytgczamy
przed nawias wspoélny czynnik, czyli (a + b).

a® + b =a’*(a+b) —bla+b)(a—b) = (a+b)(a® — ab+ b?)
W ten sposob otrzymaliSmy wzor na sume szeScianow dwoch wyrazen.
Wazne!
Wzor skréconego mnozenia na sume szescianow dwoch wyrazen.
a® +b° = (a +b)(a® — ab + b°)

Suma szeScianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen przez sume

kwadratow tych wyrazen pomniejszong o iloczyn tych wyrazen.

Niekiedy wyrazenie a®> — ab + b* nazywamy niepelnym kwadratem réznicy wyrazen a i b.
Wtedy wzor skroconego mnozenia na sume sze$cianow mozemy zapisac stownie: suma
szescianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen przez niepeiny
kwadrat ich roznicy.

Wyprowadzony wzor ma podobne zastosowania jak poznane wczesniej wzory skroconego
mnozenia.

Korzystajgc ze wzoru na sume szescianow, mozna niektore sumy zapisywac¢ w postaci
iloczynow.

Przyktad 1

Zapiszemy kazde z wyrazen w postaci iloczynu.


javascript:void(0);

P+1=2+1=(z+1)(z* —z+1)
a®+2= (a+€’/§>(a2—a\?’/§+\?’/71)
28 427 = (22)° 4 33 = (22 + 3) (24 — 322 + 9)
82% + 125z = (2z)° + (5¢/z)° = (22 + 5¢/z) (4:1@2 2 BT+ 25\3/?) _
= (22+5¥/2) (42 - 1009/ + 25V/?
Przyktad 2
Przeksztalcimy sumy poteg na iloczyny, wykorzystujac wzor na sume szescianow.
x0 +ab = (:c2)3 + (a2)3 = (2% + a?) (z* — a’2? + a?)
B = (G el - dat e )

Jezeli oba skladniki sumy szeécianow poprzedzone sg znakiem ,—”, mozna wytaczy¢ (—1)
przed nawias i zastosowa¢ poznany wzor skroconego mnozenia. W wyniku zmieniamy
znaki otrzymanej sumy na przeciwne.

Na przyktad:
—64 — 2°y® = — (64 + 2°y’) = —(4 + zy) (16 — dzy + 2°¢*)

Wykorzystanie wzoru na sume szesScianow dwoch wyrazen znacznie utatwia
przeksztatcanie wyrazen algebraicznych.

Przyktad 3

Zapiszemy wyrazenie izj Ww najprostszej postaci, a nastepnie obliczymy jego wartos¢ dla
=2

Rozwigzanie:

Licznik i mianownik podanego utamka rozktadamy na czynniki i skracamy.

2241 (5‘3+1)(m2_$+1) _ x4l
z2—-1 = (z+1)(z-1) — z-1

Obliczamy wartoé¢ liczbowg wyrazenia — w miejsce  wstawiamy v/2, wykonujemy
wskazane dziatania i usuwamy niewymierno$¢ z mianownika utamka.

(va)'-van sz (B)(vi) s sisas
Vit VR (vaa)(ven) b




=2V2+1

Odpowiedz:

Warto$¢ wyrazenia jest rowna 2v/2 + 1.

Waznym zastosowaniem wzoru skréoconego mnozenia na sume szescianow jest zapisywanie
iloczynu w postaci sumy.

(J+Ox -0 +OH=+ O

Przyktad 4
Zapiszemy iloczyny algebraiczne w postaci sum.
(5a + 1)(25a% — 5a + 1) = (5a)* + 13 = 125a° + 1
(3z + 2y) (92° — bzy + 4y°) = (3z)° + (29)° = 272 + 8¢

(\:”/gaJra) (\?’/gaz — \3/§a2+a2) = 3a® + a® = 4d°

Wzor skroconego mnozenia na szeScian sumy mozna zastosowac obliczajac wartosci
wyrazen zawierajgcych pierwiastki.

Przyktad 5
(2+€/§)(4—2€’/§+€/Z) —8+2-10
(1+\/§)(1—\/§+2) — 134 (\/5)3:1+2¢§
Stownik

wzor skroconego mnozenia na sume szesSciandow

suma szesScianow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen przez sume
kwadratow tych wyrazen pomniejszong o iloczyn tych wyrazen



Animacja

Polecenie 1

Zapisz podane iloczyny w postaci sum, wykonujgc odpowiednie mnozenia.
a. (1+m)(m*> —m+1),
b. (z + 2y) (22 — 2zy + 4y?),
C. (2:32 + 333) (4:134 — 6> + 9302),

d. (4+\/§) (16—4\/54—2),

Zapoznaj sie z ponizsza animacja i jeszcze raz zamien iloczyny na sumy - tym razem korzystajac

z odpowiedniego wzoru. Poréwnaj otrzymane wyniki.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3dtcclIZ

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcejwzoru skroconego mnozenia na sume
szeScianow.

Polecenie 2

Oblicz objetosc¢ prostopadtoscianu, ktérego wysokos¢ jest réwna % + x, a pole podstawy jest

réwne t — Lo+ 22 gdyz > 0.



https://zpe.gov.pl/a/D3dtccJJZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz poprawne stwierdzenie.

(O Jedli 1000a® + 64 = (m + 4)(m® — 40a + 16) to m = 10.

Dla kazdej liczby rzeczywistej = wyrazenie (2z + 3y?) (42% — 6zy® + 9y?) jest
réwne (2z + 3y2)3.

() Réwnos¢ —k3 — 8 = — (k3 + 8) jest prawdziwa, jesli x jest liczba dodatnia.

(O Wyrazenie (z + 1)* to suma szescianéw liczb z i 1.

Cwiczenie 2

Dopasuj dziatanie do wyniku

(a? — 10a + 100) (10 + a) 0,001a® + 1
(0,1a +1)(1—0,1a + 0,01a?) 1000 + 100043
(100a* — 10a + 1) (1 + 10a) 1000a® + 1

10 + 10a) (100 — 100a + 100a? a® + 1000
(



Cwiczenie 3
Ocen, czy poprawnie zamieniono sume na iloczyn. Zaznacz prawidtowg odpowiedz.
O %m3—|—27: (%w+3)(%x2—x—l—9)
3
O 1+5=(+§1-§+%)
O 8+a*=(2—=z)(4—22° +2?)

O z+z3=1+az)(z? — 2t + )

Cwiczenie 4

Uzupetnij zapisy, przeciggajac odpowiednie wyrazenia spos$rdod zapisanych ponizej.

z’ +343 = ( ) (22 — Tz + 49)
5+a6_(\3/g+a2>( _______________________________________ )
k3+k9_( ____________________ i)(kZ—k4_|_k6)

k2 — k3 ‘a4—\3/5a2—|—\3/3Ha4—|—\3/ga2—\3/5"7+xH1—|—kHa¢+49’

(ot 5+ 758 [ 8] (77




Cwiczenie 5
W odpowiednie miejsca przeciggnij poprawne liczby.

Wspétczynnik liczbowy przy 23 w wyrazeniu (8 + 2x) (64 — 16x + 4:1:2), po wykonaniu

(2] (=] (a2 [ =8 ] [ ][ 27 ][4 ](8][8]

Cwiczenie 6

Potacz w pary rowne liczby.

(2\/5 + 2) (24 _ 4\/5) 2v/2 + 1
(2—¢§+ 1) (1+¢§) 404/5 + 8
(\/§ + x/B) (7 — \/1_0) 4

(1+€’/§)(1—€/§+€’/§) 9v2 + 55



Cwiczenie 7

Uzupetnij dziatania, przeciagajac w odpowiednie miejsca prawidtowe liczby.

@+y)’+(z—yP’= | :B(w2+ ____________________ y2)
B+ (1-2)p= ( _____________________________________ 2~ 3¢+ 1)
(\/iJr ______________________________________ ) (\/—_ ______________________________________ '\/§+81) — 24/2 1 729

J ] 2 e BB [y o]

Cwiczenie 8

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwiazanie réwnania 1 + (z + 1)3 = z%(z + 3)

wykorzystujacego wzér na sume szeScianéw.
(z+2)(z* + © + 1) = 2° + 32?
3+ 22+ + 22+ 22+ 2 = 23 + 322
(z+2)(1-2z—-1+2>+2z+1) =2° + 32°
Q4o +1)[12=1-(2+1)+ (@ +1)"] = 2% +3)
3r+2=0

1+ (z+1)° = 2%(z +3)

322 + 3z + 2 = 32
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Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor skroconego mnozenia na sume szeScianow

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e pozna wzor skroconego mnozenia na sume szescianow

 zastosuje wzor skroconego mnozenia na sume szeScianéw do przeksztalcania wyrazen
algebraicznych i arytmetycznych

» przeanalizuje i zinterpretuje problem algebraiczny, prowadzacy do zastosowania wzoru
na sume szescianow, dobierajgc najefektywniejszy sposob do jego rozwigzania

» dokona analizy uksztattowanych umiejetnosci dotyczacych wykorzystania wzorow
skroconego mnozenia do przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 rybki w akwarium
e mapa mysli

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat dostep do
komputera

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Wybrana grupa uczniow (4 - 5) w domu zapoznaje si¢ z materiatem tak, aby mogta
przekaza¢ pozostaltym uczniom pozyskane wiadomosci.

2. Uczniowie powinni w domu przypomniec sobie znane juz wzory skroconego
mnozenia.

Faza wstepna:

Jeden z uczniow - ochotnikow przypomina sposoby wykonywania dziatan na wyrazeniach
algebraicznych, ze zwroceniem uwagi na wykorzystanie znanych wzoréw skréoconego
mnozenia.

Rozpoczynajac lekcje nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

Uczniowie pracujg metodg rybki w akwarium - eksperci wyprowadzajg wzor na sume
szeScianOw, a nastepnie wspolnie ogladaja animacje, jednoczesnie objasniajac jej
najtrudniejsze elementy. Tak, aby pozostali uczniowie obserwujgcy ,,rybki” zrozumieli
sposob wykorzystania wzoru na sume szescianow.

Nastepnie eksperci prezentuja przyktady zadan zapisanych w sekcji Przeczytaj.

Teraz uczniowie w matych grupach rozwigzuja zadania interaktywne - eksperci czuwajg
nad ich praca.

Faza podsumowujaca:



Uczniowie wykonujg wspolnie mape mysli, na ktorej zaznaczaja kluczowe elementy
zwigzane z dotychczas poznanymi wzorami skroconego mnozenia stopnia 3. Mapa ta
pozostanie w klasie i bedzie uzupelniania, w miare poznawania nowych wzorow.

Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, udzielajac
im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:

Dzialania na wyrazeniach algebraicznych - przyklady
Dzialania na wyrazeniach algebraicznych - zadania
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na nastepnych lekcjach wprowadzajagcych wzor na
roznice szescianow.
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