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Zrédto: Dan Burton, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Pojecie pierwiastka pojawia sie w szkolnej matematyce dos¢ wczesnie w kontekscie
arytmetycznym. Wiesz na przyklad, ze dla liczby rzeczywistej dodatniej a i liczby catkowitej
dodatniejn symbol {/a - czyli pierwiastek stopnia n z a - oznacza liczbe dodatnig, ktora po
podniesieniu do potegi o wyktadniku n bedzie rowna a.

Pierwotnie, jak podaje encyklopedia Britannica, stowo oznaczajace korzen w kontekscie
pierwiastka z liczby pojawito sie w sredniowiecznych pracach matematykow arabskich
(3>, jidhr) i stamtad trafito do taciny jako radix (w jezyku angielskim root).

Liczby tej postaci w Sredniowieczu pojawialy sie jako rozwigzania pewnych réwnan, przy
czym w tamtych czasach rownania nie byly zapisywane symbolicznie, a opisywane stownie
- notacja uzywana wspolczesnie ma swoje poczatki dopiero w pietnastym wieku. Dla
przykladu liczba v/3 to jedyne dodatnie rozwigzanie rownania 26 = 3, czyli jedyne
dodatnie miejsce zerowe funkcji W(z) = z¢ — 3.

W obecnejlekcji zobaczysz, jak pojecie pierwiastka z liczby zostato rozszerzone i weszto do
teorii wielomianow jako pierwiastek wielomianu.

Twoje cele

» Zdefiniujesz pierwiastki wielomianu.



» Obliczysz pierwiastki wielomianu w najprostszych przypadkach.



Przeczytaj

Definicja: Pierwiastek wielomianu

Pierwiastkiem wielomianu W (z) jednej zmiennej z nazywamy liczbe z, taka, ze
W(CC()) = 0.

Wyznaczanie pierwiastkow wielomianu moze wigc sprowadzic¢ si¢ do rozwigzywania

réwnan postaci W(z) = 0.

Podstawowe wiadomosci o rownaniach liniowych i kwadratowych pozwalaja nam bez
problemu wyznaczy¢ pierwiastki rzeczywiste wielomianow stopnia drugiego i pierwszego.

Przyktad 1
Wyznaczmy pierwiastki wielomianu W(z) = £z + 7.
o Pierwiastkami tego wielomianu sg rozwigzania rownania %ZIZ +7=0.

e Jedynym rozwigzaniem tego rownania jest liczba (— % )

o Zatem wielomian W (z) = %m + 7 majeden pierwiastek 1 = — 3.

Przyktad 2
Wyznaczmy pierwiastki wielomianu W(z) = 3z% + 7z — 11.
e Szukamy rozwigzan rownania 3z + 7z — 11 = 0.

 Stosujgc znane metody rozwigzywania rownan kwadratowych mozemy tatwo
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obliczy¢, ze wielomian ten ma dwa pierwiastki rzeczywiste: 1 = oraz

—7+v181
6 .

Ty =
Ciekawostka

Warto wyszuka¢ w Wyktadach z historii matematyki Marka Kordosa albo w internecie
informacji na temat turnieju matematycznego z 1535 roku, w ktorym wzieto udziat dwoch
wloskich matematykow: Antonio Maria del Fiore i Niccolo Tartaglia. Kluczowe znaczenie
mial podczas potyczki algorytm rozwigzywania niektorych typow rownan

z wielomianami trzeciego stopnia, opublikowany potem przez Girolamo Cardano

w dziele Ars Magna.

Przyktad 3

Wyznaczmy pierwiastki wielomianu W(z) =z% + 11z* + 22 + 3.


javascript:void(0);

o Zauwazmy, ze dla dowolnego z liczby z°, 112 oraz 2% s3 nieujemne, poniewaz s3
potegami o wykladniku parzystym. Suma liczb nieujemnych oraz liczby dodatniej 3
jest za$ zawsze dodatnia. Oznacza to, ze wielomian W (x) nie ma pierwiastkow
rzeczywistych.

Przyktad 4

4

Wykazmy, ze wielomian W(z) =z* — 2 — 6z + 11 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

e Zauwazmy, ze
gt -2 —6r+11=(z' -2 +1) + (2° -6z +9) + 1 =
= (22 -1)° +(z-3)* + L

» Kwadrat liczby rzeczywistej nigdy nie jest ujemny, wiec suma dwoch kwadratow
i liczby dodatniejjest dodatnia. Wielomian zatem nigdy nie moze przyja¢ wartosci 0,
czyli nie ma pierwiastkow.

Przyktad 5
Czy wielomian W (z) = 2z* — 3z% — 6z + 11 ma pierwiastki rzeczywiste?
e Zauwazmy, ze
W(z) = 22* — 42% + 22 — 6z + 11 = (22 — 422 + 2) + (22 — 6z +9) =
=2(2* - 1)2 + (z —3)%

o Wielomian mozna zapisa¢ jako sume dwoch kwadratow, czyli liczb nieujemnych.
Suma taka moze by¢ rowna 0 tylko, gdy

2 —1=0
r—3=0"

o Ten warunek jest jednak sprzeczny (z drugiej rownoSci mamy, ze x = 3, ale

2

jednoczes$nie z pierwszejrownosci *° = 1, co jest niemozliwe).

« Wielomian W (z) nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Stownik
pierwiastek wielomianu

dla wielomianu W (z) jednejzmiennej z to liczba z taka, ze W(zg) = 0



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre. Mozesz wybra¢ dtugosé rozgrywki. Sprobuj zdoby¢ jak najwiecej punktow.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DNChOTAgO


https://zpe.gov.pl/a/DNChOTAgO

Polecenie 2

Dane sa wielomiany
o W(z)=x>+222+ 3z +6,
o P(z) =22 +2° — 23,
e Q(z) = —62* + 482% + 54.

WSsréd podanych liczb wskaz wszystkie, ktore sa pierwiastkami wielomianow W (z), P(x),

Q(z).
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest wielomian W (z) = 2° — 3z* — 323 + 92% — 4z + 12. Wskaz te z podanych liczb,
ktére sa jego pierwiastkami.

o o o o o 0o O




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz kolorem zielonym stwierdzenia prawdziwe, a fioletowym fatszywe.

{fioletowy}Kazdy wielomian stopnia drugiego ma przynajmniejjeden pierwiastek

rzeczywisty.{/fioletowy}

 {zielony}Kazdy wielomian stopnia pierwszego ma dokladnie jeden pierwiastek
rzeczywisty.{/zielony}

 {zielony}Wielomian stopnia drugiego nie moze mie¢ wiecejniz dwa pierwiastki
rzeczywiste.{/zielony}

 {fioletowy} Kazdy wielomian stopnia wigkszego od 2 ma przynajmniejjeden
pierwiastek rzeczywisty.{ /fioletowy}

 {zielony}lstnieja wielomiany stopnia drugiego, ktore nie maja pierwiastkow
rzeczywistych.{/zielony}

« {fioletowy} Istniejg wielomiany stopnia pierwszego, ktore nie majg pierwiastkow

rzeczywistych.{/fioletowy}

Cwiczenie 3 ®

Dane sg wielomiany

F(z) = z* — 322 — 4,

G(z) = z* — 5x? + 4,

H(z) = z* + 823 + 242 + 32z + 16.

Wskaz liczbe, ktora jest pierwiastkiem kazdego z tych wielomianéw.
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Cwiczenie 4

Kazdy z podanych wielomianéw ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty. Potacz w pary
wielomiany i ich pierwiastki.
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Cwiczenie 5 ©)

Wiadomo, ze liczba x jest pierwiastkiem wielomianu W (z), natomiast nie jest pierwiastkiem
wielomianu Q(z).
Odpowiedz na pytanie.

Czy xg jest pierwiastkiem wielomianu W(z) + Q(z)?

Content: TAK
Next slide: Odpowiedz bledna

Content: NIE
Next slide: Odpowiedz poprawna

Content: CZASEM TAK, CZASEM NIE
Next slide: Odpowiedz btedna

OdpowiedZ poprawna

Content: DALE]
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu 3W (x) — 2Q(z)?

Odpowiedz btedna

Content: POWROT
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu W (z) + Q(z)?

Czy xg jest pierwiastkiem wielomianu 3W (z) — 2Q(x)?

Content: TAK
Next slide: Odpowiedz btedna

Content: NIE
Next slide: OdpowiedZ poprawna

Content: CZASEM TAK, CZASEM NIE
Next slide: Odpowiedz btedna



Odpowiedz poprawna

Content: DALEJ
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu W (z) - Q(z)?

Odpowiedz btedna

Content: POWROT
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu 3W (z) — 2Q(x)?

Czy xg jest pierwiastkiem wielomianu W (z) - Q(z)?
Content: TAK

Next slide: Odpowiedz poprawna.
ZAKONCZYLES CWICZENIE

Content: NIE
Next slide: OdpowiedZ btedna

Content: CZASEM TAK, CZASEM NIE
Next slide: Odpowiedz btedna

OdpowiedZ poprawna.
ZAKONCZYLES CWICZENIE

Content:
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu W (z) + Q(z)?

Odpowiedz btedna

Content: POWROT
Next slide: Czy x jest pierwiastkiem wielomianu W (z) - Q(x)?



Cwiczenie 6
Dany jest wielomian W(z) = 2z* + ax? + b.

Wiadomo, ze liczby V2 orazv/3 sa pierwiastkami wielomianu W (). Wyznacz wartosci

parametrow a i b.

oa,:‘ ’

b 1

Cwiczenie 7

Ktory z podanych wielomianéw nie ma pierwiastkow rzeczywistych?

O =zt +11
O =zt -11
O x5+ 622
O zb — 6x?
O zt—22-1
O zt—22+1



Cwiczenie 8

Dobierz w pary wielomian i jego pierwiastek.

x+ 27
z?! + 5x10 — 4
' — 128
LE21 + 5%10 -6
z33 + 2722
z3 4+ 8
12827 + 1

83 — 1



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pierwiastki wielomianu

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Uczen

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
a ponadto:

1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach catkowitych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 definiuje pierwiastek wielomianu,
 oblicza pierwiastki wielomianu w najprostszych przypadkach.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa
e burza mozgow



o dyskusja
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg definicje rownania z jedna
niewiadoma.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metodg odwroconejklasy. Najpierw wymieniaja si¢
miedzy sobg wiadomosciami, dotyczacymi wyznaczania pierwiastkow wielomianu,
ktore przygotowali w domu.

2. Teraz uczniowie pracuja w grupach 6 osobowych i omawiaja przyktady z sekciji
LPrzeczytaj’

3. Uczniowie metoda pucharowa grajg w gre edukacyjng. Najpierw wylaniaja najlepszego
gracza w swojej grupie, a nastepnie zwyciezce w catejklasie.

4. Uczniowie w tych samych grupach rozwigzuja zadania interaktywne. Wspolnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce sposobu
wyznaczanie rownania kwadratowego.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) dotyczace pierwiastkow wielomianu.



Materialy pomocnicze:
Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

Gra edukacyjna moze by¢ praca domowg dla uczniow.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

