Jak zbadac, czy ciag jest arytmetyczny?
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Zrédto: Uschi Leonhartsberger-Schrott z Pixabay, domena publiczna.

W teoriach arytmetycznych duzg role odgrywaja ciagi, ktorych wyrazy sa roznicami
kolejnych wyrazow innych ciggow liczbowych. Z wlasnosci tak tworzonych ciggow korzysta
sie miedzy innymi w testach na inteligencje, budujac liczby figuralne, poszukujac liczb
pierwszych.

Jedli (a,) dlan > 0 jest ciggiem liczbowym, to ciag (b,,) okreélony wzorem b,, = a1 — a,
jest ciggiem roznic wyrazow ciggu (ay,).

Przyklad tworzenia kolejnych réznic.

Ciag (a,) i ciggi kolejnych réznic Wyrazy
a, = +(n* +3n+2) 1, 3, 6, 10, 15, 21, ...
b, = n -+ 2 2.3,4,5, 6, ...
¢, =1 1,1, 1,1, 1, ...
d, =0 0,0, 0, 0,0, 0, ...

Za pomocy ciggu roznic mozna zbadac, czy dany ciag jest arytmetyczny. I wlasnie
badaniem, czy dany cigg jest arytmetyczny, bedziemy zajmowac si¢ w tym materiale.

Twoje cele
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e Rozpoznasz cigg arytmetyczny.
e Zbadasz, czy dany cigg jest arytmetyczny.
o Okreslisz zalezno$¢ miedzy ciggiem arytmetycznym a funkcjg liniow3.



Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie definicji ciggu arytmetycznego.
Bedziemy przy tym zaktadac¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okreslonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciagg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej roznica ciggu.

Na podstawie definicji ciggu arytmetycznego wnioskujemy, ze roznica miedzy kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego jest stata.

Przyktad 1
Sprawdzimy, czy cigg o kolejnych wyrazach: 3, 8, 13, 19 jest ciggiem arytmetycznym.

Obliczamy réznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu.

8—3=5
13-8=5
19-13=6+#5

Nie wszystkie roznice sa rowne 5, zatem dany ciagg nie jest ciggiem arytmetycznym.
Przyktad 2

Sprawdzimy, czy cigg czterowyrazowy o kolejnych wyrazach: 10, 8, 6, 4 jest ciggiem
arytmetycznym.

8—10=—2
6—8=—2
4-6=-2

W kazdym przypadku roéznica miedzy kolejnymi wyrazami jest taka sama, réwna (—2),
zatem jest to cigg arytmetyczny.

Wazne!
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Aby zbada¢, czy ciag (a,,) jest arytmetyczny, nalezy okresli¢, czy réznica miedzy kazdymi
kolejnymi wyrazami ciggu (a, 1 — a,) jest stala.

Zauwazmy, ze kazdy ciag staly jest ciggiem arytmetycznym.
Przyktad 3
Zbadamy, czy ciag (a,) okreslony wzorem a,, = 3n — 1 jest ciggiem arytmetycznym.

Obliczamy cztery poczatkowe wyrazy ciggu.

a; = 2
as =5
a3 =8
as = 11

Wyznaczamy réznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu.
as—a; =5—2=3

a3 —a; =8—5=3

ag—ag3=11—-8=3

Roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest w kazdym przypadku taka sama, rowna 3.
Wydaje si¢ zatem, ze jest to ciag arytmetyczny. Jednak jest to cigg o nieskonczenie wielu
wyrazach, zatem nie mozemy wyznaczy¢ i porownac wszystkich roznic.

Zatem wyznaczymy Qi — Qp.

api1—a, =3(n+1)—1-3n+1
ani1—ap=3n+3—-1-3n+1
apy1 — Gp =3

Dla kazdejliczby naturalnejn > 1 wyznaczona réznica jest stala, nie zalezy od n. Zatem
ciagg (a,) jest ciggiem arytmetycznym. Mozemy tez stwierdzi¢, ze réznica ciagu jest
rowna 3.

Przyktad 4

1

Pokazemy teraz, ze cigg (c,) okre$lony wzorem ¢,, = o7 Die jest ciggiem

arytmetycznym.




Podobnie, jak w poprzednim przykladzie, zbadamy roznice miedzy kolejnymi wyrazami
ciggu.

e —_n__ n-l
Cn+1 n = 712 n+1

Sprowadzamy otrzymane wyrazenie do najprostszej postaci, wykonujac odejmowanie
i redukujgc wyrazy podobne.

c e — n24+n—n4+n—2n+42
nt+l = Cn = T 0) (n 1)

_ 2
Cntl = Cn = iyt

Wyznaczona roznica zalezy od n, zatem nie jest to cigg arytmetyczny.
Przyktad 5
Funkcja f okre$lona jest wzorem f(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0.

Sprawdzimy, ze ciag (a,) taki, ze a, = f(n + 1) — f(n) dlan > 1in € N jest ciggiem
arytmetycznym.

Badamy roznice a, 1 — ay,.

a1 —ap = f(n+2) = f(n+1) = f(n+1)+ f(n) =

= f(n+2)=2f(n+1) + f(n)

Qpi1 — an = a(n+2)> +b(n+2)+c—2a(n+1)* — 2b(n+ 1) — 2¢ + an?+
+bn +c

Wykonujemy wskazane dziatania.

Api1 — @y = an® + 4an + 4a + bn + 2b — 2an? — 4an — 2a — 2bn — 2b+
+an? + bn

Redukujemy wyrazy podobne.

Ani1 — G = 20

Dla dowolnejliczby naturalnej dodatniej n badana roznica jest stala, nie zalezy od n,
zatem cigg (a,,) jest ciggiem arytmetycznym.

Przyktad 6

Wiadomo, ze ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym. Zbadamy, czy ciag (c,) okreslony
wzorem ¢, = 7a, — 4 jest tez ciggiem arytmetycznym.
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Cni1—Cp ="Tap1 —4—Ta, +4

Cnt1 — Cp = 7(an+1 - an)

Poniewaz ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, zatem a,, 11 — a,, = 7, gdzie 7 jest pewng
liczba rzeczywistg (jest to roznica ciagu).

Zatem
Cntl —Cp=17-T

WykazaliSmy, ze roéznica ¢, 1 — ¢, jest stala, nie zalezy od n. Dowodzi to, ze ciag (c,) jest
ciggiem arytmetycznym.

Stownik
ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby r, zwanejroznica ciaggu



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprébuj najpierw samodzielnie wykonaé zapisane tam zadania,
a nastepnie poréwnaj z proponowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI41RohkV

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejbadania, czy cigg jest ciggiem arytmetycznym.

Polecenie 2

Zbadaj, czy ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = (n — 1)2 — n?2 jest ciagiem arytmetycznym.


https://zpe.gov.pl/a/DI41RohkV

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

jest to cigg arytmetyczny.

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

@

@

Na rysunku przedstawiono kilka poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu. Wykaz, ze



Cwiczenie 8 @
Kolejne figury tworzone sg wedtug pewnej reguty. Odkryj te regute i narysuj jeszcze
kilka takich figur.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Liczby kwadratéw, z ktérych zbudowane s kolejne figury sg wyrazami pewnego ciggu.
Okresl wzor ogdlny tego ciggu, udowodnij, ze jest to cigg arytmetyczny i znajdz roznice

tego ciagu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak zbada¢, czy ciag jest arytmetyczny?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje ciag arytmetyczny

e bada, czy dany cigg jest arytmetyczny

 okresla z zalezno$¢ miedzy ciggiem arytmetycznym a funkcja liniowa
» tworzy algorytmy utatwiajgce rozpoznawanie ciggdéw arytmetycznych
» udowadnia proste zaleznosci matematyczne

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e autosprawdzian
 Kklatki filmowe

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie piszg mini-kartkowke sprawdzajaca dotychczas zdobyte wiadomosci na
temat ciggow. Kazdy uczen sprawdza sam sobie poprawnos¢ wynikow i dokonuje
pisemnej samooceny.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z materiatem zamieszczonym w sekcji ,,Przeczytaj’
i z animacjg. Jednoczes$nie tworza ,klatki filmu” pokazujgcego, jak krok po kroku
zbadac, czy dany cigg jest arytmetyczny.

2. Grupy wymieniajg sie utworzonymi filmami i z ich pomoca rozwiazuja ¢wiczenia
interaktywne 1-4.

3. Grupy oceniajg ,klatki filmowe”, z ktorych korzystali, omawiaja ich wady i zalety.
Autorzy najlepszego ,filmu” zostajg nagrodzeni (ocenami, plusami).

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest wykonanie w domu ¢wiczen 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



Ciag arytmetyczny
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach wprowadzajgcych pojecie ciggu arytmetycznego
lub na zajeciach pokazujacych zaleznoSci miedzy sasiednimi wyrazami ciggu
arytmetycznego.


https://epodreczniki.pl/a/ciag-arytmetyczny/DyliBdW4j

