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WSTEP

W ostatnim czasie pojawito sie w sieci mnostwo materiatéw, ktorych celem jest
zainspirowanie nauczycieli do tworzenia ciekawych zaje¢ edukacji zdalnej. Niestety,
wiekszos¢ z tych publikacji to teoretyczne rozwazania na temat istoty e-learningu,
wad i zalet takiego ksztatcenia, itp. Trudno wiec na ich podstawie stworzyc
rzeczywiste zajecia edukacyjne dla uczacych sie.

Nauczyciel siegajgc po takie materiaty, czesto odsytany jest do stron internetowych
wymagajgcych logowania, zawierajgcych materiaty obarczone btedami
merytorycznymi. Dlatego z wielkim zainteresowaniem spotkata sie inicjatywa
przygotowania kompleksowych e-materiatow edukacyjnych z matematyki dla uczniow
i nauczycieli szkot ponadpodstawowych. W ramach projektu ,Tworzenie e-materiatéw
dydaktycznych do ksztatcenia ogdlnego”, realizowanego przez Osrodek Rozwoju
Edukacji w ramach Programu Operacyjnego Wiedza, Edukacja, Rozwdéj, powstato
1250 lekcji zawierajgcych interaktywne materiaty do ksztatcenia matematycznego
w zakresie rozszerzonym.

Kazdy taki materiat zawiera czes¢ teoretyczng, szczegotowo rozwigzane przyktady,
interaktywny zaséb (np. aplet, animacje, galerie zdje¢ interaktywnych) ilustrujgcy
dane zagadnienie. Uczacy sie majg okazje sprawdzi¢ swoje umiejetnosci,
rozwigzujgc interaktywne ¢wiczenia, do ktérych sg podpowiedzi i odpowiedzi.
Szczegolnie ciekawe sg filmy edukacyjne, ktére mogg by¢ interesujgcym starterem
do lekcji, zaczgtkiem pracy projektowej dla ucznidw, czy wstepem do dyskusji.
Koncowym elementem kazdego materiatu jest scenariusz dla nauczyciela, ktéry
znakomicie utatwi zaprojektowanie niebanalnych zaje¢, opartych na metodach
konstruktywistycznych.

Celem tego pakietu jest pokazanie przyktadéw budowania zdalnych zaje¢
edukacyjnych dla uczniow szkodt ponadpodstawowych zgtebiajgcych matematyke

w zakresie rozszerzonym, z uwzglednieniem réwniez wyzej wymienionych
e-materiatébw. Zawarte tu scenariusze mozna wykorzysta¢ do zbudowania jednej
lekcji, cyklu lekcji w ramach danego dziatu programowego, pomystu na samodzielne
poszukiwanie przez ucznidw w sieci podobnych wiadomosci.

Przy czym chcemy zacheci¢ uczgcych sie do pogtebiania wiadomosci, wychodzenia
poza utarte schematy, postrzegania matematyki jako narzedzia do porzgdkowania

i systematyzowania informacji z interesujgcych ich dziedzin wiedzy.



Chcemy tez pokaza¢ matematyke jako nauke wywodzacg sie z kontekstow
realistycznych, rzeczywistych potrzeb i rozwazan nie tylko teoretycznych.

Dla uczniéw moze by¢ zaskoczeniem, ze wiele odkry¢ matematycznych poczynili
nie matematycy, ale geografowie, filozofowie, a nawet prawnicy.

Zawarte tu pomysty mozna przemodelowac dla potrzeb konkretnej grupy uczniow,
czy realizowanego tematu, w zaleznosci od mozliwosci wykorzystania narzedzi
multimedialnych. Materiat oparty jest o wykorzystanie e-materiatow do ksztatcenia

matematycznego, zamieszczonych na stronie Zintegrowanej Platformy Edukacyjnej.t

! https://zpe.gov.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka [dostep 12.11.21].
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SCENARIUSZ 1

SCENARIUSZ ZAJEC DLA: uczniéw szkét ponadpodstawowych z matematyki

w zakresie rozszerzonym
TEMAT: Tréjkaty liczbowe
WPROWADZENIE

Na lekcjach stacjonarnych, ze wzgledu na ograniczenia czasowe, zwykle
nie ma miejsca na ciekawostki z historii matematyki, czy wrecz odwrotnie —
dotyczgce najnowszych matematycznych odkryc.
Zwykle dgzymy do tego, aby pokazac uczniom jak najwiekszg liczbe przyktadow
dotyczgcych danego tematu, aby utatwi¢ zrozumienie trudnych zagadnien.
| tu wyrazna przewaga lekcji on-line. Praktycznie w kazdym momencie mozna zrobic
krotki przerywnik — prowokujgc dyskusje, wzbudzajgc zaciekawienie, zachecajgc
uczniow, ktdrzy szybciej niz inni wykonujg ¢wiczenia, do poszukiwania w sieci
dalszych elementéw wzbogacajgcych lekcje.
Zajecia, ktorych scenariusz prezentujemy, wymagajg scistej wspoétpracy uczniow
online, ich maksymalnego zaangazowania. Poniewaz lekcja przeznaczona jest
dla uczniéw realizujgcych materiat z zakresu rozszerzonego, wiec zaktadamy, ze ich
wiadomosci i umiejetno$ci matematyczne sg znacznie wieksze, niz przecietnego
licealisty czy ucznia technikum.
Lekcja ma charakter holistyczny. Dzielgc uczniéw na grupy, warto wiec uwzgledni¢
w kazdym zespole osoby o zainteresowaniach i uzdolnieniach:
— artystycznych — stworzone materiaty muszg by¢ nie tylko poprawne
matematycznie, ale syntetyczne, przyciggajgce wzrok i przekazujgce
na maksymalnie matej przestrzeni wszystkie potrzebne informacje. Zatem
te umiejetnosci wymieniliSmy jako pierwsze — bowiem wspétczesny uczen
najwiecej wiadomosci wirtualnych przyswaja wzrokowo,
— jezykowych — bedzie to przydatne do poszukiwania informacji
na internetowych stronach obcojezycznych,
— informatycznych — by¢ moze tacy uczniowie stworzg wtasny miniprogram
pozwalajgcy na tworzenie tablic liczbowych, wzorowanych na tych, ktére

poznajg w czasie zajec,



— interdyscyplinarnych — ich pomysty pozwolg na scalenie pozyskanych
materiatéw, pokazanie przyktadow zastosowania uzyskanych informacji
w praktyce, wykorzystanie w innych dziedzinach wiedzy,

— organizacyjnych lider, to chyba najwazniejsza rola w grupie. W warunkach
zdalnej pracy szef zespotu nie ma mozliwosci wglagdu w to, co robig inni
cztonkowie grupy, czy rzeczywiscie pracujg nad przydzielonym im zadaniem,
czy w tym czasie przeglgdajg wiadomosci telefoniczne, albo jedzg sniadanie.
Dlatego liderami powinny byc¢ to osoby cieszgce sie autorytetem, sprawnie
postugujgce sie urzgdzeniami multimedialnymi, z ktérych mogg korzystac¢
pozostali uczniowie. Ich rolg jest réwniez pilnowanie czasu pracy grupy,
rozstrzyganie sporow na temat tego, ktore materiaty trzeba zaprezentowac,
a ktore jako dodatkowe zamiesci¢ na stronie internetowej danej klasy.

Trojkatne tablice liczb od wiekéw fascynowaty uczonych. Znajomosé budowy

i zastosowania najbardziej znanych tréjkgtéw (oprocz tréjkgta Pascala) nie wechodzi
w zakres formalnych tresci zawartych w podstawie programowej. Jednak warto

0 nich wspomnie¢, pokazujgc rozwoj pojec¢ zwigzanych z liczbami, algebra,
kombinatoryka.

Celem ponizszego scenariusza, bazujgcego na wiadomosciach dotyczacych
trojkatow liczbowych, jest zachecenie uczacych sie do znajdowania relacji miedzy
matematykg a filozofig i literaturg. Poznajac sylwetki tworcow poje¢ matematycznych,
uczniowie zgtebiajg jednoczesnie okolicznosci znaczgcych odkry¢ matematycznych,
zastosowanie wynalezionych twierdzen i wzordw.

Zajecia budowane na podstawie scenariusza Trojkaty liczbowe, mozna wykorzystac
jako podsumowanie cyklu zaje¢ dotyczgcych liczb rzeczywistych, wyrazen

algebraicznych lub jako wprowadzenie do zagadnien kombinatorycznych.
CELE KSZTALCENIA - WYMAGANIA OGOLNE

[I.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

2. Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstow matematycznych,
w tym do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze
do przedstawiania danych.

. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie

poje¢ matematycznych.



IV. Rozumowanie i argumentacja.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie

wnioskow na ich podstawie i uzasadnianie ich poprawno$ci.
TRESCI NAUCZANIA - WYMAGANIA SZCZEGOLOWE

Liczby rzeczywiste.
Zakres podstawowy. Uczeh:
4) Stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan
na potegach i pierwiastkach.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
2) Stosuje podstawowe wiasnosci trojkgta Pascala oraz wiasnosci wspotczynnika

dwumianowego (symbolu Newtona).
CELE OPERACYJNE

Uczen:
— Konstruuje trojkaty liczbowe i odkrywa ich wlasnosci;
— Okresla zastosowania trojkgtow liczbowych w réznych dziatach matematyki
i innych dziedzinach wiedzy;
— Zbiera informacje, interpretuje je i prezentuje;

— Dostrzega analogie, na ich podstawie stawia hipotezy i uzasadnia je.
METODY PRACY

e interaktywne puzzle
e burza mézgow

e prezentacje multimedialne
SRODKI DYDAKTYCZNE

— komputery z dostepem do Internetu dla kazdego ucznia;

— smartfony (opcjonalnie).
CZAS PRACY

lekcja on-line (30 min lub opcjonalnie 45 min)



UWAGI:

Zajecia mozna przeprowadzi¢ metodg odwrdconej lekcji, to znaczy uczniowie
samodzielnie w domu zbierajg potrzebne wiadomosci, a na lekcji porzadkujg
je i prezentuja.

Catos¢ materiatu moze tez przygotowac jedna grupa lub jeden uczen

i zaprezentowac jako wstep lub podsumowanie zdalnej lekciji.

Ponizej propozycja lekcji prowadzonej online, w czasie ktorej uczniowie beda
pracowac w grupach nad przydzielonymi im zadaniami. Rekomendowany

tu podziat na grupy jest losowy. Taki podziat sprawdza sie dobrze w klasach
o w miare jednolitych mozliwosciach uczniow. Natomiast w klasach, gdzie jest
wyrazny podziat na ,humanistow” i ,matematykow” nauczyciel moze sam
dokonac podziatu na grupy — uwzgledniajgc od razu zainteresowania
uczniow, okreslone powyze;.

Jesli uczniowie w czasie lekcji bedg tworzy¢ prezentacje z uzyciem innych
narzedzi niz PowerPoint, to wczesniej trzeba wyprobowacé, czy materiat
bedzie mozna udostepni¢ innym uczniom.

Dobrym pomystem moze by¢ skorzystanie z slides? — narzedzia on-line, ktére
nie wymaga dodatkowego oprogramowania na komputerze. Jednak trzeba
utworzy¢ konto i pamietac, ze wszystkie prezentacje sg publiczne. Podczas
tworzenia takiej prezentacji uczniowie majg wptyw na rodzaj czcionki, tto, itp.

Gotowa prezentacja moze by¢ umieszczona na blogu lub stronie internetowe.

PRZEBIEG ZAJEC

Wprowadzenie

Nauczyciel pokazuje (np. w postaci infografiki) kilka portretébw znanych
matematykow (np. Eulera, Leibniza, Pascala, Bella) i pyta o ich dorobek
matematyczny. Rozmowe warto tak poprowadzi¢, aby uczniowie zastanowili

sie, jakie elementy wspolne ma tworczos¢ wszystkich tych matematykow.

2 https://slides.com/ [dostep 5.11.2021]
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Eric Bell Blaise Pascal
Uczniowie mogg poszuka¢ odpowiedzi na pytanie postawione przez nauczyciela

metodg burzy mozgdéw. Zapewne najwieksze kontrowersje wzbudzi Eric Bell,
gdyz jest on najmniej znany z wyzej wymienionych matematykow. Natomiast Blaise
Pascal zapewne szybko zostanie skojarzony z trojkgtem Pascala, co da okazje
nauczycielowi do podania tematu lekcji i okreslenia jej celow.
Nawigzujgc do tematu, nauczyciel prezentuje infografike (wczesniej przygotowang)
pokazujgca przyktady najstarszych tablic liczbowych. Wspomina, ze trojkaty liczbowe
znane byty juz w Il wieku przed naszg erg. Przechodzity wiele modyfikacji i miaty
rézng budowe.
Jedna z najstarszych tablic trojkgtnych stanowi strone tytutowg chinskiej ksigzki

L T

Chu Shi — Chieh”s (Lustro Czterech Elementow) z 1303 r.

3 Eric_Temple_Bell_sketch_1931.png, [grafika z domeny publicznej], online:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a3/Eric_ Temple Bell sketch 1931.png [dostep:
30.11.21].

4 Blaise Pascal Versailles.JPG, [grafika na licencji online: CC-BY-SA 3.0],
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Blaise Pascal Versailles.JPG#/media/Plik:Blaise Pascal Ver
sailles.JPG [dostep: 30.11.21].

5 Yanghui_triangle.gif, [grafika, domena publiczna], online:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Yanghui_triangle.gif#/media/File:Yanghui_triangle.qgif
[dostep:30.11.21].
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Uczniowie mogg podac przyktady znanych im, innych niz tréjkatne, tablic liczbowych

(np. kwadratow magicznych) i zastanowi¢ sie dlaczego to wiasnie tréjkaty liczbowe

miaty tak duzy wptyw na rozwoj nauk matematycznych.

Swoje przypuszczenia bedg mogli zweryfikowaé, poznajgc konkretne trojkaty

liczbowe.

Nauczyciel dzieli uczniéw na 5 grup — na przyktad metodg matematycznych
puzzli. Moze tu skorzystac z bezptatnej strony do tworzenia gier i puzzli

http://www.schoolexpress.com/index.php [dostep 12.11.2021]. Puzzle

po utozeniu powinny utworzy¢ nazwiska matematykéw: Pascal, Bell, Euler,
Catalan, Leibniz. Bedg to zarazem nazwy grup, w ktérych bedg pracowac
uczniowie. Jesli uczniowie wolg pracowa¢ w mniejszych zespotach — mozna
jeszcze doda¢ dwa nazwiska, np.: Floyd, Clark.

Nauczyciel okresla czas pracy i informuje, ze zadaniem kazdej grupy jest
pozyskanie jak najwiekszej liczby informaciji na temat tréjkgtéw liczbowych
stworzonych przez matematykow, ktorych nazwiska utworzyty puzzle. Mozna
przy tym korzystac¢ ze wszystkich dostepnych materiatéw na przyktad
zasobow sieci, w tym zamieszczonych w e-materiatach na stronie
Zintegrowanej Platformy Edukacyjne;.

Uczniowie w okreslonym czasie muszg przygotowac krétkg prezentacje

(w dowolnej, atrakcyjnej formie) pokazujgca najistotniejsze, ale i najciekawsze
informacje o trojkatach, ktére badali. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage

na informacje, ktére moga sie przyda¢ w dalszej edukac;ji (nie tylko
matematycznej), rodzaje liczb, ktére mozna otrzymac korzystajgc z danych
trojkatow liczbowych, zastosowanie dawne i wspotczesne tréjkatdw.
Przydatne bedg tez ciekawe (moze nawet zabawne) wiadomosci o tworcach
danych tablic liczbowych i kontekscie ich wynalezienia. Wazne jest zatem
holistyczne podejscie do tematu.

Kazda z utworzonych grup wybiera lidera. Przy czym lider moze negocjowac
z innymi grupami ,wymiane” 1 — 2 cztonkow jego grupy. Na przyktad jesli

w danej grupie znajdzie sie dwoch doskonatych informatykow, lider moze
zaproponowac ,wymiane” jednego z nich na ucznia $wietnie wiadajgcego
jezykiem angielskim. Jednak taka zamiana musi by¢ prowadzona w bardzo
przyjaznej atmosferze i za zgodg wszystkich zainteresowanych.
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— Uczniowie formutujg kryteria sukcesu — ktore w czasie pracy ucznidéw
nauczyciel umiesci na wirtualnej tablicy.

Przyktad kryteridw, wedtug ktérych moze by¢ oceniania praca danej grupy.

Kryterium Punkty 0 — 5

Poprawnos¢ matematyczna

Kontekst historyczny, pokazanie pierwotnego i wspotczesnego

wykorzystania trojkata

Atrakcyjnosc¢ i innowacyjnosc¢ formy

Prezentacja sylwetki twércy trojkata

Komunikatywnosc¢

Réznorodnos¢ pozyskanych informaciji

Odniesienie do innych dziedzin wiedzy

FAZA REALIZACJI

Kazda z grup pracuje nad przydzielonym jej zadaniem. Nauczycie udostepnia linki
do przydatnych dla grup stron internetowych, petni role konsultanta i ewentualnie
rozstrzyga kwestie sporne. Ponizej kilka pomystow, wskazéwek, dotyczacych tresci,
ktére powinna pozyskac i zaprezentowa¢ dana grupa. Oczywiscie sg one tylko
pewng sugestig i w Zaden sposob nie wyczerpujg zagadnien.

Grupa — tréjkat Pascala
Pierwsze wzmianki o tréjkatnych tablicach znajdujemy juz w pracach uczonych
perskich, indyjskich, chinskich. Dlatego trojkat, zwany w Polsce trojkgtem Pascala,
zwany jest tez tréjkgtem Chajjama, tréjkgtem Yang Hui lub trojkatem Tartaglii.
Natomiast Pascal zebrat wszelkie informacje na temat rozwazan nad trojkgtami
liczbowymi i zastosowat je, wcale nie do badania zagadnien z teorii liczb,
ale do rozwigzywania problemow z rachunku prawdopodobienstwa. Przydatne linki:

— https://pl.wikipedia.org/wiki/Blaise Pascal [dostep 15.11.2021] — strona

z biografig Pascala;

— https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal%27s _triangle [dostep 15.11.2021] —

Szczegoétowe informacje o tréjkgcie Pascala
— https://zpe.gov.pl/b/trojkat-pascala/PNrnQDtKB [dostep 15.11.21] — problemy,

zastosowania, ¢wiczenia interaktywne zwigzane z trojkgtem Pascala

11
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Grupa powinna zaprezentowa¢ miedzy innymi sylwetke Pascala, jako francuskiego
matematyka, fizyka, inzyniera, filozofa, jak rowniez wybitnego teologa.
— Warto, aby uczniowie zwrdcili uwage na odkrycia naukowca z dziedziny
geometrii rzutowej, probabilistyki, mechaniki, hydrostatyki (prawo Pascala);
— historyczne wzmianki o trojkgcie liczbowym, odkrytym prawdopodobnie
na przetomie Xl i Xll wieku, na ktorym wzorowat sie Pascal, budujgc swojg
tablice liczbowa;
— znaczenie tréjkgta Pascala jako swego rodzaju matrycy, na ktérej wzorowali
sie tworcy innych tablic liczbowych np. Floyd, Clark;

— sposoéb budowy trojkata;
1
11
1 21
1 3 3 1
146 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

6 1 7 21 35 35 21 7 17

— kilka podstawowych wtasnosci trojkata®;

jedynki

kolejne liczby naturalne

liczby tréjkatne

15

20

15

9

6 PascalTriangleAnimated2 [animacja, domena publiczna], online:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PascalTriangleAnimated?2.qgif#/media/File:PascalTriangle Anim
ated2.qif, [dostep: 15.11.21].

7 Tréjkat Pascala, [grafika, domena publiczna], online:

https://wikimedia.org/api/rest _vl/media/math/render/svg/23050fcb53d6083d9e42043bebf2863fa97460
43, [dostep: 15.11.21].

8 Wiasnosci trojkata Pascala Zrédto: ZPE, Tréjkat Pascala, licencja: domena publiczna, online:
https://zpe.gov.pl/a/przeczytaj/DGA3VOmbp, [dostep: 15.11.21].

9 https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res-
minimized/RtfGpl33xWs4t/1608651105/Zi7GZ2PUmMw845hOKJcdJJKeCCFJ89T8.png, [dostep:
15.11.21].

10 https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res-
minimized/Rotls5kr6ZiEw/1608651106/2Uunj9vHNHLDPhIGduy4RbHYkfgZ1PYr.png, [dostep:
15.11.21].
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https://zpe.gov.pl/a/przeczytaj/DGA3V0mbp
https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res-minimized/RtfGpl33xWs4t/1608651105/Zi7GZ2PUmMw845hOKJcdJJKeCCFJ89T8.png
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https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res-minimized/RotIs5kr6ZiEw/1608651106/2Uunj9vHNHLDPhlGduy4RbHYkfqZ1PYr.png

— zwigzek z dwumianem Newtona i innymi odkryciami Pascala.

Grupa — tréjkat Bella
Eric Temple Bell to dwudziestowieczny szkocki matematyk i pisarz science fiction,
ktéry publikowat pod pseudonimem John Taine. Zajmowat sie teorig liczb i analizg
matematyczng. Liczba Bella to liczba podzbioréw danego zbioru n-elementowego.
Kolejne liczby Bella: 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, ......
Przydatne linki
— https://en.wikipedia.org/wiki/Eric_Temple Bell [dostep: 15.11.21] — strona

z biografig Bella
— https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_triangle [dostep: 15.11.21] — szczegotowe

informacje o trojkacie Bella

— https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczba Bella [dostep 15.11.21] — Informacje

o liczbach Bella
Grupa powinna zaprezentowac:
— sylwetke Bella, jako wszechstronnego intelektualisty — wybitnego pisarza
powiesci non-fiction, naukowca pokazujgcego zwigzki matematyki
z sytuacjami z zycia codziennego;

— sposoéb tworzenia trojkata;

1 1

1 2 1 2

2 3 5 235

5 7 10 15 57 10 15
15 20 27 37 52 15 20 27 37 52
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— zastosowanie liczb Bella, za pomocg ktérych mozna okresli¢ na przyktad:
o liczbe rozmieszczen n roznych obiektéw w co najwyzej n identycznych
pudetkach;
o liczbe usadzen n osdb wokét co najwyzej n stolikow (gdy niewazny jest
Sposob usadzenia oséb przy stoliku);
o liczbe réznych schematow rymowych w strofie n-wersowej.
Grupa — tréjkat Catalana
Wybierajgc srodkowe liczby w trojkgcie Pascala : 1, 2, 6, 20, 70, ... i dzielgc
je odpowiednio przez 1, 2, 3, 4, 5,...., otrzymujemy cigg liczb naturalnych 1, 1, 2, 5,
14, 42,123, 429,....

Tak utworzone liczby nazywamy liczbami Catalana, na czes$¢ belgijskiego

dziewietnastowiecznego matematyka Eugene Catalana
Przydatne linki
— https://pl.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Charles Catalan. [dostep

15.11.21], https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Catalan/,

[dostep 15.11.21] — strony z biografig Catalana;

— https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan%27s _triangle, [dostep 15.11.21] —
Szczegdtowe informacie o tréjkgcie Catalana;
Grupa powinna zaprezentowac na przyktad:
— sylwetke Catalana- matematyka zajmujgcego sie teorig liczb, geometrig
wykresing, utamkami fancuchowymi, kombinatorykg. Warto, aby wspomnieli
o obiektach nazwanych jego imieniem- statej Catalana i wielo$cianach

Catalana;

11 Eugene charles catalan.jpg, [grafika, domena publiczna], online:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eugene charles catalan.jpg#/media/File:Eugene charles cat
alan.jpg, [dostep: 15.11.21].
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— kilka kolejnych liczb Catalana: 1,1, 2, 5, 14, 42, 132,... i sposob ich tworzenia,
przy wykorzystaniu tréjkata Pascala;

— budowe tréjkata i jego podstawowe wiasnosci;

1 1

11 1 1

12 2 1 2 2

1 35 5 1 3 5 5

1 4 9 14 14 1 4 9 14 14

1 5 14 28 42 42 15 14 28 42 42

— wz0r na otrzymanie n-tego wyrazu ciggu liczb Catalana

T n+1

Cn

1 (2n\ _ (n)
(n ) - (n+1)!n! dan =0

— wilasnosci liczb Catalana - liczba c,, wyraza liczbe sposobdéw podziatu
wielokata wypuktego, ktory ma n + 2 krawedzie na rézne trojkaty, za pomocg
nieprzecinajgcych sie przekatnych, np.:

n=2

oo ee

Grupa — tréjkat Eulera

12 _Leonhard Euler to najwybitniejszy osiemnastowieczny uczony,

najbardziej przy tym twérczy. Byt wszechstronny — zajmowat sie miedzy innymi

2] eonhard_Euler.jpg, [grafika, domena publiczna], online:
https://pl.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler#/media/Plik:Leonhard Euler.jpg [dostep: 30.11.21].
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matematykg, mechanikg, teorig muzyki, medycyng. Wprowadzit pojecie funkciji,

jako pierwszy zastosowat zapis f(x), wprowadzit symbol i jako jednostki urojonej,

litere e jako symbol podstawy logarytmu naturalnego, rozpropagowat litere r.

Przydatne linki:

https://pl.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler, [dostep 15.11.21] — strona

z biografig Eulera;

https://mathworld.wolfram.com/EulersNumberTriangle.html, [dostep 15.11.21]

— szczegotowe informacje o trojkgcie Eulera;

https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby Eulera [dostep 15.11.21] — Informacje

o liczbach Eulera;

https://pl.wikipedia.org/wiki/Szablon:Tr%C3%B31k%C4%85t Eulera | [dostep

15.11.21] — szablon do tworzenia tréjkgta Eulera.

Grupa powinna zaprezentowac na przyktad:

—_t =k = = =k =X

sylwetke Eulera — uczonego, ktéry wnidst wktad w niemal wszystkie dziedziny
owczesnej matematyki, prekursora teorii graféw i wykorzystania analizy
matematycznej do rozwigzywania probleméw z kontekstem realistycznym,

sposob tworzenia tréjkata,

1
1 1 1
4 1 1 4 1
11 11 1 1 11 1 1
26 66 26 1 1 26 66 26 1
S57 302 302 37 1 1 57 302 302 57 1

podstawowe wiasnosci trojkata,

1=1=1!
1+1=2=12!
1+4+1=6+3!
1+11+11+1=24=4!
1+26+66+26+1=120=5!
1+57+302+302+57+1=6!
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Grupa — tréjkat Leibniza

13 Gottfried Leibniz znany jest gtéwnie jako filozof, prawnik,
fizyk i dopiero jako matematyk. Jest to wiec na tyle intrygujgca postac, ze uczniowie
bedg mogli odnies¢ wymyslony przez niego twor liczbowy do jego innych dokonan.
Tréjkat autorstwa Leibniza jest niezwykty, gdyz jako jeden z nielicznych, skfada sie
z liczb, ktore nie sg liczbami naturalnymi. Przydatne linki:

— https://pl.wikipedia.org/wiki/Gottfried Wilhelm Leibniz, [dostep 15.11.21] —

Strona z biografig Leibniza

— https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_harmonic_triangle, [dostep 15.11.21],

https://scholarworks.lib.csusb.edu/cqgi/viewcontent.cgi?article=1969&context=
etd

— [dostep 15.11.21] — szczegotowe informacje o trojkacie Leibniza

— http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria liczb/2020/01/29/trojkat-

harmoniczny-blizniak-trojkata-pascala/, [dostep 15.11.21] — wtasnosci trojkata

harmonicznego
Grupa miedzy innymi powinna zaprezentowac:
— sposob tworzenia trojkgta — kazda liczba jest sumg dwaoch liczb stojgcych
bezposrednio pod nig. Na prawym i lewym boku znajdujg sie odwrotnosci

kolejnych liczb naturalnych (liczby harmoniczne);

13 Gottfried_Wilhelm_von_Leibniz.jpg, [grafika, domena publiczna], online:
https://pl.wikipedia.org/wiki/Gottfried Wilhelm Leibniz#/media/Plik:Gottfried Wilhelm von_Leibniz.jpg
[dostep: 30.11.21].
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— podstawowe wtasnosci; np. kazda liczba harmoniczna jest nieskornczong

suma liczb na skosie tréjkata.
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PODSUMOWANIE ZAJEC

— Dyskusja — dlaczego tablice liczbowe, cho¢ tak proste w swojej budowie,
stanowig fundamentalne podstawy do rozumienia zagadnien z wielu dziedzin
matematyki.

— Nauczyciel prosi uczniéw o podsumowanie zajec, ocene kolezenskg pracy
kazdej grupy, wedtug ustalonych kryteriow. Mozna przy tym wykorzysta¢
program Plickers'®, ktéry pozwala na szybkie podliczenie wynikow ankiety
ewaluacyjnej, odnoszacej sie do zaktadanych kryteriow sukcesu. Uczniowie
mogg przy tym dysponowaé smartfonami lub tabletami z dostepem
do Internetu.

— Nie moze zabrakng¢ istotnych elementow lekciji: refleksiji liderow grup

i nauczyciela.

14 Tréjkat harmoniczny, CC BY-SA 3/0, online: https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_harmonic_triangle
[dostep: 15.11.21].
15 Plickers, [aplikacja], online: https://get.plickers.com [dostep 15.11.21].
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— Koncowym elementem mogg by¢ prezentacje multimedialne zamieszczone

na stronie https://zpe.gov.pl/a/prezentacja-multimedialna/DFIFIGV8d,

— https://zpe.gov.pl/a/animacja/DeslkvoXL, [dostep 15.11.21], w ktérych mozna
znalez¢ krotkie wiadomosci o wszystkich trojkatach, ktorymi zajmowali sie
uczniowie.

— Warto ustali¢, czy wypracowane materiaty bedg dostepne tylko dla wszystkich

uczniow danej klasy, czy zostang zamieszczone na stronie szkoty, a moze
w Internecie w domenie publicznej.

— W ramach pracy domowej uczniowie mogg wykonac ¢wiczenia interaktywne
z e-materiatow https://zpe.gov.pl/a/sprawdz-sie/DwlIbLOzD [dostep
15.11.21]

Chetnych uczniéw mozna poprosic¢ o konstrukcje wtasnych tréojkgtow liczbowych

i ustalenie kilku ich ciekawych wiasnosci.

Uwaga:

Zajecia zaproponowane powyzej mozna poprowadzi¢ metodg WebQuest.

Ze wzgledu na dtuzszy okres realizacji projektu, metoda ta da okazje uczniom

do szerszego zgtebienia zagadnien, znalezienia wiekszej liczby ciekawostek, pogtebi
interdyscyplinarnos¢. A chec¢ rywalizacji zwiekszy motywacjg do pracy i zmobilizuje

do wybrania najatrakcyjniejszej formy prezentaciji.
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SCENARIUSZ 2

SCENARIUSZ ZAJEC DLA: uczniéw szkét ponadpodstawowych z matematyki

w zakresie rozszerzonym
TEMAT: Niezwykte ciagi
WPROWADZENIE

Na stronie Zintegrowanej Platformy Edukacyjnej znajduje sie ponad 40 materiatow
dotyczgcych ciggow liczbowych. Wszystkie sg niezwykle starannie przemyslane

i zawierajg nie tylko konieczne informacje z zakresu danej tematyki, ale i wiele
ciekawostek, ktére mogg znakomicie wzbogaci¢ kazdg lekcje lub by¢ zaczatkiem

do bardziej szczegétowego zgtebiania danego zagadnienia. Przygotowujgc lekcje
dotyczgca ciggow liczbowych, opartg na przykfad o ponizszy scenariusz, warto wiec
réwniez siegngc¢ po te materiaty.

Ciggow na ogodt nie traktuje sie jako kluczowego dziatu matematyki szkolnej. Moga
stanowic istote samoksztatcenia uczgcych sie w edukacji zdalnej, bowiem dos¢ luzno
wigzg sie z innymi dziatami matematyki, nie wymagajg skomplikowanych graficznych
interpretacji (ktére sg zmorg edukacji online), a znajomos¢ podstawowych
przeksztatcen algebraicznych na ogot wystarcza do rozwigzania zadan.

W edukacji online najtrudniejsze jest zawsze sprawdzenie, czy uczacy sie
rzeczywiscie korzystajg z proponowanych im materiatow, czy rozwigzujg polecone
zadania, korzystajgc na przykfad z ,gotowcdw” znajdujgcych sie w Internecie lub
bazujg na zdjeciach rozwigzan, ktére bardziej pracowici koledzy rozestali
telefonicznie lub mailowo.

W tym materiale proponujemy wiec sposob na sprawdzenie rzeczywistych
umiejetnosci ucznidéw, po realizacji tematdéw zwigzanych z ciggami. Przy czym
wszystko musi byc¢ tak przeprowadzone, aby uczniowie dobrze sie przy tym bawili,

a jednoczes$nie byli maksymalnie zmobilizowani do rozwigzania danego problemu.
Sposoby motywacji warto tak skonstruowac, aby uczniowie, ktérzy nie znajdg
odpowiedzi na postawione pytania nie czuli sie oSmieszeni, ani zdegradowani
intelektualnie.

Jesli uczniowie na zajeciach nie korzystajg z e-materiatow, proponowane zadania,
pokazg im atrakcyjnos¢ tych tresci i zachecg do zaglgdania na strone Zintegrowanej

Platformy Edukacyjne;j.
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Ponizsza propozycja to minikonkurs zadaniowy dla par uczniéw. Jednak liczba
wspolnie pracujgcych uczniéw, sposob ich doboru, czas pracy, forma przekazu
zadan konkursowych mogg odbywac sie w rozny sposob w zaleznosci od liczebnosci
danej klasy, mozliwosci przekazu medialnego, itp. Przedstawiony scenariusz mozna

modyfikowac¢ dowolnie, bazujgc na wiasnych pomystach i doswiadczeniach.
CELE KSZTALCENIA - WYMAGANIA OGOLNE

1] Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacii.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi,
interpretowanie poje¢ matematycznych.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych i teoretycznych.
\Y Rozumowanie i argumentacja.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie

whnioskéw na ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.
TRESCI NAUCZANIA - WYMAGANIA SZCZEGOLOWE

Vi Ciggi. Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym,;
2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdéw okreslonych rekurencyjnie [...]
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejgcy;
4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
5) stosuje wzoér na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego;
6) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych wyrazow ciggu

geometrycznego.
CELE OPERACYJNE

Uczen:
— stosuje wiadomosci na temat ciggow liczbowych w sytuacjach typowych
i nietypowych
— postuguje sie analogiami, stawiajgc hipotezy i sprawdzajgc poprawnos¢
rozumowania

— korzysta z e-materiatéw do poszukiwania potrzebnych informaciji
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METODY PRACY

— mapa mysili;
— prezentacja multimedialna (film, komiks, ksigzeczka, itp.);

— konkurs zadaniowy.
SRODKI DYDAKTYCZNE

— komputery z dostepem do Internetu dla kazdego ucznia;

— smartfony (opcjonalnie).
CZAS PRACY

2 x 30 min (zdalnie)

UWAGI:

Przed zajeciami nauczyciel prosi chetnego ucznia (lub grupe uczniéw)

0 przygotowanie interesujgcego materiatu multimedialnego zawierajgcego
ciekawostki o wybranych ciggach liczbowych, nieznane ich wtasnosci, nieoczekiwane

ich zastosowania.

Przyktady pomocnych narzedzi:

— DvolverMoviemaker1¢ do stworzenia animowanego filmu. Mozna doda¢ swoje
dialogi (bez polskich liter), dobraé postacie, rekwizyty i scenerie. Niestety
problem moga stanowi¢ znaki matematyczne. Jesli uczeh zdecyduje sie
na takg forme zebrania informaciji, wysyta film do wybranej osoby. Otrzymuje
kod pozwalajgcy na umieszczenie filmu na stronie lub blogu.

— Bitstrips for Schools!’ do tworzenia ciekawego komiksu. Mozna wybra¢
bohateréw, rekwizyty, importowac wtasne obrazy.

— StoryJumper?!® to aplikacja umozliwiajgca tworzenie ksigzeczek. Mozna
dodawac wtasne obrazki i zdjecia lub korzysta¢ z gotowej galerii ilustraciji.

Pozostali uczniowie w ramach pracy domowej majg za zadanie wykonanie mapy
mysli, na przyktad korzystajgc z platformy do projektowania graficznego Canva?®.
Mapa powinna odzwierciedla¢ powigzania miedzy réznymi rodzajami ciggoéw

i odnosi¢ sie do najwazniejszych poznanych wzordw i twierdzen.

18 Dvolver Maker, [aplikacjal, online: http://www.dvolver.com [dostep 15.11.2021].

17 Bjtstrips for Schools [aplikacja], online http://www.bitstripsforschools.com/ [dostep 15.11.21].

18 StoryJumper, [aplikacja], online: https://www.storyjumper.com/, [dostep:15.11.21].

1% Canva; Japlikacja], online: https://www.canva.com/pl _pl/wykresy/mapy-mysli/, [dostep 15.11.21].
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W czasie zajeé uczniowie wezmg udziat w minikonkursie zadaniowym. Nauczyciel
moze przygotowac wtasne zadania lub skorzystac¢ z proponowanych.

Wszystkie zapisane w zatgczniku zadania, przygotowane sg na bazie tresci
zawartych na stronach e-materiatdw do matematyki dla szkoty ponadpodstawowej:
https://zpe.gov.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka,
[dostep 15.11.21]

Jesli nauczyciel zdecyduje sie na wykorzystanie gotowych zadan, mozna uczniom

wczesniej zasugerowac, ze warto zapoznac sie z zawartoscig tematéw dotyczgcych

ciggéw w e-materiatach.
PRZEBIEG ZAJEC

WPROWADZENIE

— Uczen, ktory przygotowat w domu komiks, ksigzeczke czy film, zawierajgcy
ciekawostki o wybranych ciggach — prezentuje pozostatym swojg prace.

— Teraz osoba, ktéra skonczyta prezentacje, wybiera ucznia, ktéry

— udostepnia i objasnia wykonang przez siebie w domu mape mysli. Jest tu tez
miejsce na zadawanie pytan, uzupetnianie mapy, itp.

— Pozostali uczniowie oceniajg wystapienia kolegow, ktorzy otrzymujg oceny

lub odpowiednig liczbe punktow.
FAZA REALIZACJI

— Kluczowa czes¢ lekcji to minikonkurs zadaniowy (zatgczniki: zestaw 1 —
tatwy, zestaw 2 — trudniejszy).

— Nauczyciel moze przygotowac¢ go w formie quizu interaktywnego (wtedy
trzeba podac kilka odpowiedzi do wyboru), kolejne zadania umieszczac
na tablicy np. w MS Teams.

— Mozna punktowac prace poszczegodlnych ucznidéw lub par ucznidw.

— Jedng z propozycji doboru uczniéw w pary moze by¢ ich czas logowania sie
na stronie przedmiotu. Np. najwczes$niej zalogowany uczen tworzy pare
z najpdzniej zalogowanym, itd.

— Trzeba okredli¢ czas na odpowiedz i liczbe zadanh.

— Konkurs sktada sie z dwoch czesci — tatwej, obejmujgcej elementarne
widomosci ciggach i trudniejszej — tu trzeba juz wykazac sie réwniez

umiejetnosciami dotyczgcymi ciggu arytmetycznego i geometrycznego.
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— Jesli nauczycielowi ,uda sie” nie okresli¢ kryterium wygranej (zwycieza para
Z najwiekszg liczbg punktéw), moze dla zartu w czasie pracy lub po pierwszej
czesci, ustalic dowolne zasady np. dodatkowe punkty otrzymuje para, ktéra
najwolniej rozwigzywata zadania, albo para, ktéra ma najmniej punktéw, itp.
Chodzi o wywotanie efektu dobrej zabawy, a nie rywalizacji za wszelkg cene.
Ale mozna tak postgpi¢ tylko w klasie, w ktdrej uczniowie sg na tyle zgrani,
Ze nie poczujg sie urazeni, albo oburzeni na niesprawiedliwe w ich mniemaniu

zmienianie zasad gry.
PODSUMOWANIE

— Uczniowie opowiadajg o swoich mini sukcesach, trudnosciach, o tym co byto
dla nich wazne.

— Moga podsumowac zajecia za pomocg stéw, rysunkdw, muzyki.

— Wspdlnie mogg zastanowic sie nad tym jaki byt cel lekcji i czy zostat
osiggniety.

— Dobrze, aby refleksja nauczyciela obejmowata nie tylko umiejetnosci
matematyczne ucznidw, ale tez ich kreatywnos$¢ w pozyskiwaniu wiedzy,
sposdb komunikaciji, wywigzanie sie z okreslonych zadan.

— Ocena moze by¢ dokonana réwniez za pomocg emotikonek lub innych

dowcipnych znakdw.

ZALACZNIKI:
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Zestaw 1

Za kazdg poprawng odpowiedz mozna otrzymac 1 pkt. Zta odpowiedz to O pkt.

Nr
Tres¢ zadania Poprawna odpowiedz
zad.

Na rysunku przedstawione sg trzy kolejne poczatkowe

wyrazy ciggu (a,,).

Zapisz wzor ogolny tego ciggu.

Np.
1 Y
a, =n?+4
1 2 3

Wyrazy ciggu M,, = 2™ — 1 zwane sg liczbami Nie, na przykfad liczba
) Mersenne’a, na cze$¢ ich odkrywcy. 11 jest liczba pierwsza, a

Mersenne uwazat, ze za pomocg tego wzoru mozna nie jest wyrazem tego

znalez¢ dowolng liczbe pierwszg. Czy miat racje? ciggu.

Kolejnymi wyrazami ciggu (p,,) s3a liczby prostokatne,

czyli liczby bedace iloczynem dwaoch kolejnych liczb
3 naturalnych. 20, 30, 42

Trzy poczatkowe wyrazy tego ciggu to 2, 6, 12.

Podaj trzy kolejne wyrazy tego ciggu.

Z jakim ciggiem kojarzy ci sie ponizszy rysunek?
4 Ciag kréw Narayana.

Cigg Catalana okreslony jest wzorem

5 wyrazow:
5 | Ci=-(*)dan>1 Y
n+loAn 1, 2,5, 14,42

lle wyrazoéw tego ciggu jest mniejszych od 1007
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Autor twierdzenia:
dla liczby naturalnej n > 2 nie istniejg liczby naturalne

dodatnie x,y,z spetniajgce réwnanie

Jest to pierwszy wyraz

6 | x™+y™ =2z", jest rowniez tworcg ciggu liczbowego, ciggu Fermata:
nazwanego jego nazwiskiem. Ktérym wyrazem tego F,=22"+1
ciggu jest liczba 5? Zaktadamy, ze cigg jest okreslony
dlan > 1.

Najmniejszy wyraz ciggu okreslonego wzorem

7 a, =n(n—10) + 36 Liczba pierwsza, 11
jest liczba pierwszg czy ztozong?
Okresl monotonicznosé ciggu

8 o = E] dlan> 1 Cigg niemalejacy

9 Uzupetnij zdanie. . staly
Ciag jednoczes$nie rosnacy i malejacy to ciag......

Dany jest cigg liczbowy (a,,).
10 | Zapisz $rednig geometryczng dwoch wyrazéw tego N

ciggu, sgsiadujgcych bezposrednio z wyrazem a,,.

26




Zestaw

Za kazdg poprawng odpowiedz mozna otrzymac 1 pkt. Zta odpowiedz to O pkt.

2

Z:; Tres¢ zadania Poprawna odpowiedz
1 lle jest réwna suma liczb: 13, 17, 21, ...,977? 1210
Jesli
) 1+7+13+19+ ...... +n =481 13
to ile wyrazéw dodano?
Wynalazca zagadki wieza z Hanoi zajmowat sie tez Francois Lucas
teorig liczb. Zdefiniowane przez niego liczby uzywane Ciag Lucasa
3 sg obecnie w algorytmach szyfrowania. Li=1
Podaj wzér rekurencyjny ciggu skfadajgcego sie z tych L,=3
liczb. Ly=Ly1—Ly_>
Z wyrazami ciggu
architekta Richarda
4 Padovana.
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,
12,16
Na Scianie domu pana Bogdana widnieje mozaika
zbudowana z ptytek w ksztatcie trojkgtow
réwnobocznych taka, jak na rysunku. Z wyrazami
jakiego ciggu zgodne sg dtugosci bokdw tych
trojkgtow?
Zapisz, odpowiednikiem jakiej techniki matematycznej
jest rozumowanie:
e moja matka jest starsza ode mnie
5 Rekurencji
e moja matka byta czyjgs cérka
¢ matka mojej matki byta od mojej matki starsza
e matka mojej matki byta czyja$ corkg
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Ktory rodzaj zabawek pasuje do stwierdzen

Matrioszki
Matematycznym
odpowiednikiem

6 | sen we $nie, lustro w lustrze? ) )
o ) ) _ ) stwierdzen sen we $nie,
Pitki, szachy, kostki Rubika, czy matrioszki? _
lustro w lustrze jest
rekurencja.
Szereg naprzemienny:
7 lle wynosi suma wyrazéw szeregu Grandiego? 1-1+1-1....
Szereg rozbiezny
Ciag kolejnych liczb
8 nieparzystych.
19
Rysunek przedstawia ilustracje graficzng kilku
poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu
arytmetycznego. lle wynosi dziesiaty wyraz tego ciggu?
Dany jest ciag geometryczny
(aq,a,, ..., a,) 0 wyrazach dodatnich.
9 . n s Va1 An
Uzupefnij rownosc:
n’al ] az . ...l an = e
Podaj wzér ogdlny ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie:
10 a; =05 a, = 1
a n+1
Ani1 =ﬁdlan >1
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SCENARIUSZ 3

SCENARIUSZ ZAJEC DLA: uczniéw szkét ponadpodstawowych z matematyki

w zakresie rozszerzonym
TEMAT: Procenty procentujg
WPROWADZENIE

Planujgc srodowisko edukacji zdalnej, nauczyciel zwykle koncentruje sie

na elementach techniczno-kognitywnych. Wydaje sie bowiem, ze najwazniejszym
elementem procesu dydaktycznego jest warstwa poznawcza i ciekawy, przystepny
sposéb prezentacji tresci ksztatcenia.

Tymczasem w edukaciji zdalnej bardzo wazng role spetniajg czynniki bazujgce

na emocjach uczacych sie. Wptywajg one bowiem mobilizujgco lub hamujgco na
aktywnos¢ poznawczg. Emocje pozytywne (zaciekawienie, wesotos¢) utrzymuijg
wysokg aktywnos$¢ intelektualng. Emocje negatywne (strach, ztos¢) blokujg
przyswajanie nowej wiedzy.

E-learning powoduje, ze wszystkie czynnosci wykonywane muszg by¢ duzo szybciej
i sprawniej, gdyz nie zawsze jest mozliwosc¢ i czas na ich powtorzenie. Dziata

to stresogennie na wielu uczgcych sie, nie zawsze wywotuje dziatania pozwalajgce
na dostosowanie sie do szybko zmieniajgcych sie warunkéw. W sytuacjach
wystepowania obcigzen (np. spowodowanych trudnosciami technicznymi)
zwigzanych z niemozliwoscig realizacji zadan, pojawia sie gniew, poczucie krzywdy.
Wyzwolona w ten sposob energia moze by¢ przydatna w poszukiwaniu nowych
rozwigzan, ale tez moze zniechecac, powodowac przygnebienie.

Chcac stworzyé optymalne srodowisko wirtualnej pracy, warto postugiwac sie
~,chwytami” pozwalajgcymi na stworzenie pozytywnego nastroju. Przy czym

nie chodzi tu o krétkotrwate emocje (dzisiaj wszyscy otrzymajg za prace co najmniej
4), ale o kompleksowe dziatania, ktére zaprocentujg ukazaniem matematyki jako
przedmiotu interesujgcego i niezbyt trudnego.

Umiejetnos¢ wychwytywania i szybkiego ttumienia negatywnych emocji nie jest tatwa
w edukacji zdalnej, gdyz czesto nauczyciel nie widzi uczgcego sie i nie moze

bezposrednio wyeliminowac czynnikow hamujgcych procesy uczenia sie.
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Planujgc wiec strategie nauczania, warto mie¢ w zanadrzu elementy, ktére pozwolg
na:
— pobudzenie ciekawosci — poprzez innowacyjne metody dziatania,
zroznicowany materiat, nietypowe czynniki przekazu,
— stawianie wyzwan — poprzez samodzielne zdobywanie i odkrywanie wiedzy
(np. wirtualny pokdj zagadek), dziatania w zréznicowanych grupach
(np. sktadajacych sie z ucznidéw z roznych szkot),
— budowanie zaufania — selekcja i dobér materiatéw, odpowiedni dobér
uczniow do pracy z grupach, dostrzeganie pracy kazdego,
— tworzenie motywujgcego obrazu kontroli procesu uczenia sie uczniéw —
samoocena, ocena kolezenska, ocena przyjaznego neutralnego obserwatora.
Zastosowanie grywalizacji w edukacji zdalnej
W ksztatceniu matematycznych w zakresie rozszerzonym, z uwagi na stopien
ztozonosci probleméw, ktére sg niezbedne do zgtebienia, dominuje kognitywny
sposbb uczenia sie. Zatem z przyjemnoscig uczniowie witajg sytuacje
eksperymentalne, wskazujgce inne drogi pozyskiwania wiedzy. Wdzieczne bedzie
tu wykorzystanie grywalizacji — przeplatanie oczekiwanych i zaskakujgcych
(sterowanych!) rozwigzan (przy dominacji poprawnych wynikow), moze wytworzyc¢
emocje sprzyjajgce aktywnej pracy. Elementy gry powinny by¢ tak dobrane,
aby uczen czut sie bezpiecznie na kazdym jej etapie i wiedziat, ze poprawna
odpowiedz jest w zasiegu jego mozliwosci.
Jesli kolejne etapy gry majg by¢ pokonywane w grupach, wazna jest konstrukcja tych
grup. Najlepiej, gdy spotkajg sie w niej osoby preferujgce rézne style uczenia sie
i 0 roznych umiejetnosciach. Warto wiec, aby w tym przypadku, dobdr uczniow
proponowat nauczyciel. W ten sposob tatwiejsze bedzie poszukiwanie wtasciwych
rozwigzan i grupa nie bedzie musiata szukac zbyt czesto pomocy u nauczyciela.
Grywalizacja w edukacji zdalnej powinna zwieksza¢ motywacje i zaangazowanie
uczniow, ksztattowac u nich takie umiejetnosci jak rozwigzywanie probleméw
we wspotpracy, kreatywne myslenie.
Dziatania grywalizacyjne moga by¢ podejmowane dla przyjemnosci lub
dla osiggniecia korzysci (np. w postaci dobrej oceny). Mistrzostwo nauczyciela
polega na wytworzeniu takiej sytuaciji, ktéra zachowa w réwnowadze oba te czynniki
motywujgce. Nie nalezy przy tym zapominac o celu edukacyjnym, zwigzanym

z tematem danej lekcji i zainteresowaniami uczniow.
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Dobrze przemyslany system nagréd i kar warto oprze¢ na teorii wzmocnien —
miodziez bedzie chetnie powtarzata te czynnosci, ktére majg pozytywne rezultaty,
a unikata tych, przynoszgcych nieprzyjemne rezultaty. Nagrody nie muszg by¢
materiale, wszystko moze byc¢ tak skonstruowane, aby nagrode stanowita radosc¢
z wygranej czesci lub przejscia do nastepnego poziomu.
Elementy gry

Matematyczna gra moze sprawia¢ wrazenie oderwania od rzeczywistego swiata
lub przeciwnie — opiera¢ sie na kontekscie realistycznym. W kazdym jednak
przypadku trzeba starannie przemyslec¢ dany element gry — jesli gra ma byc¢
atrakcyjna i mozliwa do zrealizowana w danym czasie.

— Fabuta i narracja — reguty gry muszg byc jasne, fabuta powinna dziata¢
na wyobraznie, odwotywac sie do doswiadczen uczniow.

— Zadania — ciekawe i niebanalne sformutowanie zadan matematycznych
nie jest tatwe, wymaga duzej wprawy i wyobrazni. Zadania nie mogg by¢ zbyt
tatwe, muszg uwzglednia¢ potrzebne zatozenia, wigza¢ kolejne poziomy.

— Nagrody i kary — najlepiej sprawdzi sie system punktowy, gdyz od razu moze
by¢ widoczny postep w ramach okreslonych aktywnosci. Zdobycie danej
liczby punktow moze by¢ nagradzane dostepem do kolejnego poziomu gry.
Wygranie gry to zamieszczenie nazwisk szczesliwcow w szkolnym rankingu
wirtualnych mistrzéw. Mozna przewidzie¢ tez specjalne nagrody — np. tytut
zelazny —mozna przypisac osobie, ktéra podejmowata z préby rozwigzania
kazdego zadania. Mogg byc¢ tez i kary na przyktad za brak zaangazowania.

— Rankingi, tabele — sg swietnym elementem informacji zwrotnej dla gracza, ktéry
moze porownac swojg pozycje na tle klasy, szkoty czy innej grupy ucznidw.

Odpowiedni wynik moze gwarantowac dobrg ocene z matematyki.

Narzedzia wspierajace grywalizacje

Decydujgc sie na wprowadzenie grywalizacji do zajec, trzeba ustali¢, czy wszyscy
uczniowie majg dostep do koniecznych aplikacji i narzedzi.

Czesto wykorzystywang platformg internetowg do tworzenia quizéw, do ktérych
mozna dodawac zdjecia, filmy, muzyke, jest Kahoot!.

Réwnie popularna platforma to Mentimeter, za pomocg ktérej mozna tworzyc¢
prezentacje z interaktywnymi quizami, ankietami, chmurami stéw, skalami.

Warto tez zapoznac sie z funkcjonalnosciami Zintegrowanej Platformy Edukacyjnej

i szerzej je wykorzystywad.
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Przydatne narzedzia:
— Superteachertools?° — to strona do tworzenia gier online. Opcja multiplayer
umozliwia dotgczenie do gry kazdemu z uczniow;
— Educandy?! — strona pozwalajgca na szybkie projektowanie prostych gier,
anagramow, krzyzowek;
— Skribbl?22 — strona umozliwiajgca przeprowadzenie gry w kalambury;
— Pickerwheel?3— za pomocg tej strony mozna stworzy¢ matematyczne koto

fortuny, losowac liczby i obrazki, automatycznie dzieli¢ uczniow na grupy;

— Wisc-online?* — generator gier planszowych, quizéw, gry w bingo. Uczniowie

moga grac¢ wspolnie.
CELE KSZTALCENIA - WYMAGANIA OGOLNE

I.  Sprawno$¢ rachunkowa. Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych,

takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie praw dziatan matematycznych przy

przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych
umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach rzeczywistych
i teoretycznych.
lll.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu
problemdw praktycznych i teoretycznych
IV. Rozumowanie i argumentacja
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez

w sytuacjach nietypowych.
TRESCI NAUCZANIA - WYMAGANIA SZCZEGOLOWE

1. Liczby rzeczywiste.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb

rzeczywistych.

20 https://www.superteachertools.us/ [dostep 10.11.21].
21 https://lwww.educandy.com/ [dostep 10.11.21].

22 hitps://skribbl.io/ [dostep 10.11.21].

2 hitps://pickerwheel.com/ [dostep 10.11.21].

24 hitps://www.wisc-online.com/ [dostep: 10.11.21].
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CELE OPERACYJNE

Uczen:
— Stosuje wiadomosci na temat procentéw w sytuacjach typowych
I nietypowych.
— Bierze udziat w grze dydaktycznej, opracowujgc i wykorzystujgc
najefektywniejsze strategie.

— Korzysta z e-materiatéw do poszukiwania potrzebnych informacji.
METODY, TECHNIKI PRACY

— gra dydaktyczna
SRODKI DYDAKTYCZNE

— komputery z dostepem do Internetu dla kazdego ucznia;
— smartfony (opcjonalnie);

— kalkulatory.
CZAS PRACY
45 min
PRZEBIEG ZAJEC:

Uwagi:
Kilka dni wczesniej grupa chetnych uczniéw (o zaawansowanych umiejetnosciach
informatycznych) ma za zadanie opracowanie interesujgcej gry na temat procentow.
Uczniowie mogg przy tym korzysta¢ z zasobdw Zintegrowanej Platformy Edukacyjnej
— znajduje sie tam okoto 30 materiatéw dotyczgcych procentow.
Przygotowane zadania powinny by¢ pouktadane w grupy stopniujgce trudnosci.
Mogg uwzglednia¢ uzywanie kalkulatoréw.
Opracowany przez uczniow materiat dobrze by byto, aby zostat zweryfikowany przez
nauczyciela, réwniez pod katem dostepnos$ci narzedziowe;.
Wprowadzenie
— Lekcje mozna rozpocza¢ od pokazania na ekranie elementéw graficznych
(np. "usmieszki” ,”chichotki” ) wprowadzajgcych dobry nastrdj i zachecajgcych
do odgadniecia tematu lekciji.

— Mozna tez rozpoczac tradycyjnie, od opowiedzenia zabawnej anegdotki.
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Edward opisuje swojg podrdz pociggiem: przez 30% czasu spatem, przez

20% czasu wyglgdatem przez okno, a 70% czasu poswiecitem na rozmowy

telefoniczne.

Na to Ewa: Edwardzie, to razem daje wiecej niz 100 procent!

Edward: Przeciez jechatem pociggiem posSpiesznym!

Uczniowie powinni teraz fatwo odgadngc¢ tematyke zajec.

Nauczyciel okresla cel zajec i sposéb pracy — udziat w grze dydaktyczne;j.

Uczniowie metodg kawiarenka oczekiwan publikujg na forum swoje

oczekiwania dotyczace lekcji, wspdlnie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacji

Nauczyciel dzieli uczniéw na grupy i wyznacza lideréw. Moze réwniez

przydzieli¢ pozostate role w grupach. Okresla czas i sposdb monitorowania

pracy uczniow, podaje kilka przydatnych linkéw. Przydatne linki

(@]

https://zpe.gov.pl/b/procenty/PWEaGxMON, [dostep 19.11.21] —
procenty;

https://zpe.gov.pl/b/wyznaczanie-liczby-gdy-dany-jest-jej-

procent/P|GlgFLDd, [dostep 19.11.21] — wyznaczanie liczby, gdy dany

jest jej procent;
https://zpe.qgov.pl/b/obliczanie-procentu-danej-liczby/PRFTI9RQ0e,

[dostep 19.11.21] — obliczanie procentu danej liczby;
https://zpe.gov.pl/b/punkty-procentowe/PM7pVns7E, [dostep 19.11.21]

— punkty procentowe;
https://zpe.gov.pl/b/procent-skladany/Pl|GLLFFe, [dostep 19.11.21] —

procent sktadany.

Uczniowie pokonujg kolejne poziomy gry przygotowanej przez kolegow.

Mogg przy tym korzystac z kalkulatorow, zasobow e- materiatéw.

Zespot ktoéry przygotowat gre petni role doradcéw, ekspertow

rozstrzygajacych spory dotyczgce poprawnosci stosowanych wzorow i

twierdzen. Nie wolno im jednak udziela¢ podpowiedzi i wskazéwek

dotyczgcych rozwigzywania zadan. W razie wyraznych watpliwosci, spory

rozstrzyga nauczyciel.

Reguty te mozna zmieni¢ — na przyktad kazda grupa moze mie¢ prawo

do jednej podpowiedzi lub wskazdwki.
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Trzeba przy tym pamietac, ze uczniowie majg prawo do btedéw, ze wszelkie
podejmowane przez nich wysitki sg dostrzegane i doceniane, ze i matymi
kroczkami mozna dojs¢ do celu.

Po uptywie wyznaczonego czasu grupa prowadzgca gre ogtasza zwyciezcow
— fanfarami, fajerwerkami (wirtualnymi), itp. Nawet, jesli zadna z grup

nie ukonczyta gry. Zwyciezcy otrzymujg ustalong nagrode.

Podsumowanie

Lider kazdej z grup prezentuje slajd na ktérym zamieszcza refleksje
dotyczgce pracy grupy — trudnosci, sukcesy, sposob pracy, osiggniety wynik,
odniesienia do celow lekcji.

Uczniowie oceniajg atrakcyjnosc przygotowanej gry, przydatnos¢ zadan

do utrwalenia umiejetnosci zastosowania procentéw, stopien trudnosci zadan,
itp.

Grupa, ktéra przygotowata gre przekazuje swoje spostrzezenia — czy tok
myslenia graczy byt zgodny z oczekiwanym, czy przewidywany czas pracy
byt dobrze okreslony, itp.

Zajecia moze podsumowac nauczyciel — udzielajgc wskazéwek — jak unikngc

popetnianych bteddw, jak dobiera¢ odpowiednig strategie gry, itd.
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